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Reatores agi tados mecanicamente são amplamente usados 
na indústria química para promover diversos t ipos  de 
processos,  ta is como dissolução, dispersão, reações 
homogêneas ou heterogêneas.  Apesar  de todo avanço 
obtido nos úl timos 50 anos,  seu projeto e otimização ainda 
é baseado somente em correlações empíricas e semi -
empíricas,  o que demanda um grande número  de 
experimentos.  Invariavelmente ,  os experimentos envolvem 
altos custos.  De forma a  tentar reduzir  ta is  custos ,  
ferramentas computacionais  vêm sendo usadas.  Como o 
desempenho deste  t ipo de equipamento é  calcado no 
escoamento gerado no seu inter ior  a escolha por técnicas  
de dinâmica dos f luidos computacional (CFD) é natural.  
Através de modelos CFD é possível  obter o padrão de 
escoamento  sem incorrer em suposições sobre a geometr ia  
como nas correlações empíricas.  Neste trabalho,  modelos 
CFD são aplicados em tais s is temas, de forma a alcançar o  
objetivo principal do estudo que foi invest igar a razão que 
leva à  diminuição do diâmetro das partículas  com o 
aumento do espaço entre o  fundo do reator  e  o impelidor.  
O modelo de turbulência  tem papel  preponderante,  
principalmente ,  em sis temas sem chicanas onde a  
componente tangencial da velocidade é predominante.  
Modelos de turbulência recentes  foram avaliados em 
diversas  configurações geométr icas  e operacionais.  Após 
verif icação de modelos o sistema ut i lizado por  PINTO 
(2006) no Laboratório de Controle  de Processos do 
Departamento de Engenharia Química e  E ngenharia de 
Alimentos da UFSC foi investigado para aval iar o motivo 
porque o diâmetro médio de gotas diminui com o aumento 
do espaço l ivre entre  o agi tador e  o fu ndo do tanque 
(clearance ) .Os resul tados indicam que ao se concentrar  na 
região acima do agitador a fase orgânica experimenta  
maior concentração da dissipação de energia c inética 





Stirred tank reactors are widely used in  the chemical  
industry to promote several  types of processes such as  
dissolut ion,  dispersion, homogeneous or  heterogeneous 
reactions.  Despite  a ll  progress  made in the last  50 years,  
i ts design and optimization is  s ti l l  based only on empir ical  
and semi -empir ical correlat ions which require s eventual ly 
a large number of experiments  that involve  high costs.  
aiming to  reduce such costs,  comput at ional tools have 
been used. As the performance of such equipment is  
centered in  the f low generated inside reactor  the choice of  
techniques for computat ional fluid dynamics (CFD) is  
natural.  Through CFD models is possible to obtain the 
flow pattern without incurr ing any assumptions about  the 
geometry and the empir ical correlat ions.  In this  s tudy, 
CFD models are applied in  such systems  to reach the main 
goal of this invest igation: why droplet mean diameter  
decreases  with the increase of the clearance?  Among 
several points to be invest igated,  the turbulence model 
plays a  major  role  especial ly in syste ms without baffles  
where the tangential component of velocity is  
predominant.  Recent  turbulence models  have been  
evaluated in various geometr ic  and operat ing 
configurat ions.  After  verificat ion of the model with  
experimental data ,  the system used by PINTO (2006) in  
Process Control Laboratory of the Chemical and Food 
Engineering Department of  UFSC have been  investigated 
to assess  the reason why the average drop diameter  
decreases with increasing clearance between the st ir rer  
and the tank bottom. One can conclude from the resul ts  
that the concentration  of the organic phase in the region 
above the agitator experiences higher concentrat ion of  
turbulent  kinet ic  energy diss ipation and consequently 
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1  INTRODUÇÃO E OBJETIVOS  
1.1 INTRODUÇÃO 
A agitação em tanques é a operação unitária base de muitos pro-
cessos químicos. Sua principal função é promover a mistura de compo-
nentes de forma a se processar o produto desejado: obter soluções, 
emulsões e suspensões, potencializar a transferência de massa entre duas 
fases ou transferir oxigênio a microorganismos, fomentar reações quí-
micas homogêneas e heterogêneas, entre outros (TATTERSON, 2003).  
Na maior parte destes casos, o regime de escoamento encontrado 
é turbulento e é responsável em promover o aumento das taxas de trans-
ferência de calor e massa (WILCOX, 1998). 
Do ponto de vista operacional, tanques agitados mecanicamente 
oferecem flexibilidade sem igual e grande controle sobre vários proces-
sos de transporte. A busca pelo melhor desempenho de um reator é o 
procedimento de ajuste da sua geometria e de parâmetros de operação. 
Entretanto, um grande número de parâmetros geométricos pode ser ma-
nipulado, dificultando a seleção da melhor configuração. Muitos testes 
de bancada e piloto são necessários para mapear de forma ampla a faixa 
de operação desejada e converter esse conhecimento em um modelo 
empírico ou semi-empírico. Esse tem sido o estado da arte no projeto de 
reatores agitados (JOSHI et al., 2011). 
Ainda assim, o modelo empírico obtido não é confiável de se ex-
trapolar além do que foi testado e, portanto, seu uso é limitado se a tare-
fa é o aumento de escala ou a otimização de um equipamento industrial. 
Esse fato é ainda mais importante quando o processo envolve um siste-
ma heterogêneo. Nestes sistemas, a densidade de área interfacial não é 
escalonada como é o volume do reator. Nos tanques agitados onde duas 
ou mais fases estão presentes, um desafio maior é posto à sua modela-
gem matemática, pois, além da presença da interface entre as fases per-
tinentes ao processo, existe outra interface entre a fase líquida e o gás 
(em geral, ar) acima, formando uma superfície livre. 
Em resumo, ainda que com todo conhecimento empírico adquiri-
do no último meio século, desde os trabalhos pioneiros de Rushton et al. 
(1950), o grande obstáculo tem sido obter relações quantitativas entre os 
parâmetros do reator e os objetivos do processo de uma maneira mais 
global. 
  
No caso onde o tanque agitado apresenta chicanas, essa dificul-
dade pode ser contornada considerando que a superfície livre é quase 
estática já que as chicanas evitam a formação de vórtice central, melho-
rando a mistura (HAQUE et al., 2006). Do ponto de vista de modelagem 
do escoamento, pode-se assumir a superfície livre como sendo uma 
parede com deslizamento livre. Ainda assim, é importante ter em conta 
no modelo a influência da agitação sobre a deformação da superfície 
livre (BHATTACHARYA et al., 2007).  
Nos casos com chicanas, o perfil de velocidades no interior do lí-
quido é complexo. Entretanto, duas regiões são claramente distintas: a 
região próxima ao agitador e a região longe do agitador (RANADE, 
2002). Na região próxima ao agitador, o perfil de velocidades será dita-
do pela sua característica: axial ascendente, axial descendente, radial ou 
mista. Já longe do agitador, velocidades muito menores são encontradas, 
o que permite que a superfície livre fique praticamente imóvel e plana 
ou que apareçam zonas mortas não promovendo a mistura. 
Quando não há presença de chicanas, a superfície livre pode in-
fluenciar de sobremaneira o processo de mistura. O que parece ser uma 
desvantagem pode ser desejável em algumas situações, tais como: forçar 
partículas flutuantes descerem ou removerem bolhas de gás do líquido, 
reduzindo, assim, a formação de espuma (ALCAMO et al., 2005) ou a 
influência sobre o processo físico-químico no seio do líquido. Em al-
guns processos, a inclusão de chicanas é proibitiva. Na polimerização 
em suspensão, a fase orgânica no seu estágio “pegajoso” (em altas taxas 
de conversão do monômero a viscosidade é muito alta) pode se aderir às 
chicanas, onde o escoamento apresenta baixas velocidades (ARAUJO, 
1999). Na cristalização, as chicanas promovem atrito nas partículas 
reduzindo a taxa de crescimento dos cristais (BRAVI et al., 2003). As-
sim, do ponto de vista dos processos em tanque agitados sem chicanas, a 
correta descrição da forma da superfície livre é o cerne de qualquer 
modelo.  
O perfil da superfície livre é diretamente relacionado com o perfil 
de velocidade formado no interior do líquido. Como principal caracterís-
tica em tanques sem chicanas, a componente tangencial da velocidade é 
predominante. A modelagem matemática deste tipo de escoamento de-
ve, portanto, considerar essa diferença de magnitude entre as componen-
tes da velocidade. É o que se chama anisotropia. Este contexto impõe 
grandes desafios à modelagem deste escoamento (WILCOX, 1998). 
  
Em resumo, conhecer o padrão do escoamento em função da ge-
ometria e parâmetros operacionais é essencial para o projeto e otimiza-
ção de tanques agitados. Essa tarefa pode ser conduzida através de fer-
ramentas para solução numérica das equações diferenciais de conserva-
ção de um fluido, ou Dinâmica dos Fluidos Computacional (CFD, em 
inglês). 
Frequentemente, os processos conduzidos em tanques agitados 
envolvem ao menos duas fases (além do ar/gás/vapor acima que forma a 
superfície livre) sólido-líquido, líquido-líquido ou gás–líquido. Proces-
sos que caem nestas categorias são, por exemplo, cristalização e polime-
rização em emulsão ou suspensão. Nestes processos a distribuição de 
tamanho de partícula (DTP) e a transferência de calor e massa frequen-
temente afetam a qualidade do produto (PINTO, 2006). 
No caso da polimerização em suspensão, por exemplo, o conhe-
cimento das condições de mistura no reator é um fator crítico, pois a 
distribuição de tamanho das partículas (DTP) produzidas em suspensão 
está diretamente relacionada às condições de mistura. Segundo Vivaldo-
Lima et al. (1997), a mais importante tarefa na operação prática de po-
limerização em suspensão é o controle da DTP final, particularmente 
nos casos de poliestireno expansível (EPS), onde as próprias partículas 
produzidas ao longo do processo fazem parte do produto final. Portanto, 
o estudo da influência da geometria do reator e das condições de mistura 
sobre a DTP durante a polimerização em suspensão em condições de 
operação similares a utilizada na indústria é extremamente relevante 
para um melhor controle sobre o processo. Além disso, a aplicação de 
um modelo que correlacione as variáveis de operação e geometria do 
reator em um processo de polimerização em suspensão é extremamente 
importante, pois tornaria possível predizer a DTP final através do mode-
lo, minimizando problemas que possam ocorrer ao passar de um reator 
em escala piloto para um reator industrial. Aliar a modelagem da DTP 
ao escoamento de forma direta é o grande desafio desta área. 
A grande motivação na modelagem de escoamentos polidispersos 
é a não existência, na prática, de escoamentos monodispersos. Não raro, 
a distribuição de tamanhos desse tipo de escoamento é variável com o 
tempo.  
O senso comum na modelagem de escoamentos multifásicos dis-
persos é a adoção de um diâmetro médio constante para descrever a 
morfologia da fase dispersa. Essa aproximação é razoável quando se 
  
procura resultados globais de sistemas que se comportam, na média, 
como se todas as partículas tivessem o mesmo tamanho. Entretanto, em 
escoamentos onde se objetiva observar segregação das partículas, por 
exemplo, a hipótese de que o sistema se comporta como se a fase dis-
persa tivesse apenas um tamanho não é válida. Exemplos deste tipo são: 
 reatores de leito fluidizado 




 tanques agitados com fase dispersa 
 Etc... 
Em alguns casos, onde a concentração volumétrica da fase dis-
persa é baixa (~1%), pode-se utilizar uma abordagem Lagrangeana para 
descrever essa fase. Nesta abordagem, o escoamento da fase não é cal-
culado em todos os pontos da malha computacional, mas somente onde 
as linhas de trajetória da fase passam. Assim, equações de trajetória 
mais simples (equações diferenciais ordinárias) surgem permitindo o 
modelamento da DTP fase dispersa sem onerar o tempo computacional.  
Outra técnica é chamada de Discrete Element Modeling (DEM) 
introduzida por Cundall e Strack (1979). A diferença dessa abordagem 
para a Lagrangeana clássica é que cada partícula é rastreada ao invés da 
trajetória. Assim, DEM enxerga a partícula enquanto o Lagrangeano 
clássico enxerga a trajetória que um conjunto de partículas faz. A grande 
desvantagem desta abordagem é o custo computacional onerado devido 
à escala do problema. Quanto maior o equipamento e/ou menor a partí-
cula, maior a demanda por processamento e memória. Hoje, um proble-
ma com 1 milhão de partículas é factível, porém, já consome massiva-
mente recurso computacional. Lee et al. (2012) reportam que uma simu-
lação para 9000 partículas leva 1h para simular 1s do processo. 
Assim, para resolver escoamentos polidispersos concentrados, 
atualmente, a melhor opção ainda é a abordagem Euleriana. Nesta abor-
dagem, cada fase é tratada como um meio contínuo interpenetrante, 
podendo, assim, serem aplicadas as equações de Navier-Stokes para a 
descrição da velocidade de cada fase em cada ponto do domínio. 
  
Em alguns sistemas, ainda pode não valer a hipótese de que a dis-
tribuição de tamanho de partículas (DTP) seja constante ao longo do 
tempo. Exemplos são inúmeros: 
 partículas sólidas que se agregam (partículas pequenas ou 
molhadas) 
 suspensões e emulsões (sistemas líquido-líquido) 
 colunas de borbulhamento (sistemas gás-líquido) 
Nestes casos, a aplicação da equação de balanço populacional 
(PBE) se faz necessária. O objetivo do PBE é acompanhar a evolução da 
DTP ao longo do tempo e do espaço quando acoplado ao CFD. Na PBE, 
os termos mais importantes são os devidos aos mecanismos de quebra, 
coalescência e nucleação. 
Apesar da larga gama de aplicação, a fenomenologia inerente a 
estes processos é muito pouco conhecida, ainda que muito estudada. 
Menos ainda pode-se dizer de sua modelagem. Mesmo assim, é possível 
aplicar com relativo sucesso, os modelos que são o estado da arte em 
quebra e coalescência em escoamentos polidispersos.  
A correta descrição de escoamentos polidispersos é fundamental 
para a descrição da densidade de área interfacial entre as fases presentes. 
Essa área será a base de todos os fenômenos de transferência entre fases 
tais como massa, calor e quantidade de movimento.  
Uma aplicação típica que envolve todos esses fenômenos é a dis-
persão de duas fases imiscíveis. Em geral, ocorre em tanques agitados 
mecanicamente e operam em batelada. A agitação mecânica é o princi-
pal agente de quebra da fase dispersa, seja pela geração de cisalhamento 
ou turbulência. Neste tipo de equipamento, em escala industrial, a fração 
volumétrica, ou hold-up, da fase dispersa pode passar de 50%.  
A dispersão é o processo de preparação de vários sistemas, tais 
como: reativos como a polimerização em suspensão (ARAUJO, 1999; 
YANG et al., 2000; PINTO, 2006); emulsões água-óleo; farmacêutica; 
de alimentos, etc (LAURENZI et al, 2009). Essa variedade de aplica-
ções justifica o estudo deste processo. 
No presente estudo, o foco será a modelagem do escoamento de 
uma dispersão de duas fases líquidas imiscíveis em um tanque agitado 
levando em conta os efeitos da superfície livre formada entre a dispersão 
e o ar em tanques com ou sem chicanas agitados mecanicamente. 
  
1.2 OBJETIVOS 
O objetivo deste trabalho é contribuir na modelagem do escoa-
mento turbulento de sistemas líquido-líquido com superfície livre que 
ocorre em tanques com e sem chicanas agitados por dois tipos de agita-
dores: um radial e outro, axial.  
Além disso, reunir e testar modelos de turbulência que potenci-
almente podem ser aplicados na modelagem do escoamento em tanques 
sem chicanas. 
Portanto, os objetivos deste projeto são: 
a) Avaliar modelos de turbulência recentes em sistemas de agi-
tação em tanques sem chicanas e comparar seus resultados 
com resultados de modelos consagrados e dados experimen-
tais; 
b) Levantar dados experimentais do comportamento da superfí-
cie livre em tanque agitado do Laboratório de Controle de 
Processos da EQA/UFSC; 
c) Aplicar o modelo considerado mais adequado em a) no sis-
tema utilizado em b); 
d) Adicionar ao modelo obtido em c) o modelo Drift-Flux para 
explicar a diminuição do diâmetro médio de gota com o au-
mento do clearance, observado experimentalmente por Pinto 
(2006); 
e) acoplar ao modelo fluido-dinâmico obtido em c) um balanço 
populacional de forma a descrever a polidispersidade da fase 
dispersa. 
A originalidade do trabalho está nos itens a), d). e e). Apesar de 
diversos trabalhos experimentais contendo métodos de aumento de esca-
la estar disponíveis na literatura aberta, nenhum deles apresenta genera-
lidade suficiente para serem aplicados em qualquer sistema. Além disso, 
as regras empíricas estabelecidas para aumento de escala de tanques 
agitados são aplicáveis em sistemas homogêneos (ou monofásicos). É 
pouco explorado o uso de ferramentas numéricas do tipo CFD na avalia-
ção de tanques agitados. Em geral, se aplica um método de comparti-
mentos (ALEXOPOULOS et al., 2002) ou uma abordagem desacoplada 
entre CFD e DTP. Sendo assim, este trabalho visa contribuir nesta área 
através do estudo numérico destes sistemas.  
  
Este capítulo está organizado em seções de acordo com temas re-
levantes do presente estudo.  
A Seção 2.1 aborda o sistema de agitação nos seus aspectos cons-
titutivos, geométricos e operacionais. 
A Seção 2.2 traz um apanhado da aplicação de técnicas CFD em 
tanques agitados dos últimos 15 anos focando nos modelos de turbulên-
cia utilizados, no tratamento da superfície livre líquido-ar e casos com 
fase líquida dispersa em outra fase líquida. 
A Seção 2.3 lista uma série de referências sobre fundamentos das 
técnicas de CFD. 
As Seções 2.4 a 2.6 tratam de aspectos geométricos específicos 
(chicanas, forma do fundo do tanque e tipo de agitador, respectivamen-
te) dos sistemas de agitação e seus efeitos sobre o padrão de escoamen-
to. 
A Seção 2.7 revê conceitos de turbulência e o estado da arte de 
sua modelagem, destacando os modelos utilizados neste estudo e os 
situando no contexto geral da modelagem da turbulência. 
A Seção 2.8 resume os modelos de escoamento multifásico rele-
vantes para o estudo. O foco é analisar a superfície livre e a fase disper-
sa líquida presente na dispersão. 
Finalmente, a Seçao 2.9 resume as conclusões de cada seção de 
forma a orientar a construção do modelo de escoamento. 
2.1 O TANQUE AGITADO 
O escoamento em tanques agitados é o foco deste estudo. Por is-
so, esta seção apresenta as principais características de um sistema típi-
co, incluindo os componentes, relações geométricas e número adimensi-
onais. 
2.1.1 Os componentes 
O sistema apresentado na Figura 2-1 representa um arranjo típico 
de tanque agitado. O conjunto tem como componentes básicos: 
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 tanque; 







Figura 2-1 – Sistema de agitação típico. 
O tanque tem a função de conter as substancias relevantes ao pro-
cesso. As paredes do tanque podem ser feitas de vários materiais depen-
dendo do objetivo do processo e da natureza dos componentes da mistu-
ra. Em geral, em laboratório, quando as paredes podem ser feitas de 
vidro para facilitar a visualização do interior. Entretanto, é muito co-
  
mum o uso de material metálico quando o sistema requer pressões maio-
res que atmosférica. 
O encamisamento ao redor das paredes do tanque tem como fun-
ção controlar a temperatura da mistura. Em alguns casos, fornece calor 
para que o processo se inicie como em alguns casos de reações 
(ARAUJO, 1999). Em outros casos, quando a reação é exotérmica, é 
utilizado para remover energia do sistema. Em casos especiais, como 
quando o tanque apresenta grandes dimensões ou uma reação altamente 
exotérmica está presente, o encamisamento para dentro do tanque em 
forma de serpentina. Em sistemas que operam em temperatura ambiente 
ou que não requerem controle rigoroso de temperatura, este componente 
é dispensável. 
O agitador é o principal agente de promoção do escoamento e su-
as características ditam o padrão de movimento do fluido. Maiores deta-
lhes serão abordados na Seção 2.6 Ele é acoplado a um motor que for-
nece energia ao eixo. O motor é o responsável pelo controle do grau de 
agitação (RPM) do sistema. 
As chicanas têm como função impedir o movimento de corpo rí-
gido do líquido. Ao impedir este movimento, as taxas de transferência 
são aumentadas (NUNEZ et al., 2002) às expensas de um maior reque-
rimento de potência do motor (TATTERSON, 2003). Maiores detalhes 
serão discutidos na Seção 2.4. 
Em sistemas contínuos ou semi-batelada uma entrada ou uma sa-
ída ou ambos estão presentes. Nestes sistemas, a perfeita localização é 
sempre um ponto chave no projeto de tanques agitados (ASSIRELLI et 
al., 2002). No presente estudo, estes componentes não estão presentes 
por se tratarem de sistemas em batelada. 
O tampo tem como função isolar o interior do tanque do ambiente 
deixando somente a haste do agitador passar e, assim, complementando 
a função da parede do tanque. Este componente está presente sempre 
que a mistura for volátil ou que necessite uma atmosfera controlada no 
interior do tanque. Também, no presente caso, este item não é utilizado. 
Inúmeras variações e outros componentes não são raros em sis-
temas de agitação como utilizar mais de um agitador. Entretanto, essas 
situações não serão abordadas. Recomenda-se referenciar Paul et al. 
(2004) para maiores detalhes. 
  
2.1.2 Relações geométricas 
Tipicamente, as relações de tamanhos entre os diversos compo-
nentes do sistema de agitação apresentam um padrão. Esse padrão é 
baseado na experiência de operação destes sistemas. Porém a principal 
razão desse padrão existir é a facilidade de projetar e minimizar custos 
de fabricação dos componentes do sistema de agitação. Portanto, não há 
um desenho único ótimo para cada tipo de processo (JAKOBSEN, 
2008). As dimensões costumam ser representadas por letras maiúsculas 
de acordo com a Figura 2-2 (NUNHEZ et al., 2002). 
 
Figura 2-2 – Principais dimensões de um tanque agitado. 
As relações geométricas padrões são as seguintes: 
 D/T = 1/4 a 1/2 (1/3 é o mais comum); 
 H/T = 1; 
 C/T = 1/6 a 1/2 (1/3 é o mais comum); 
 B/T = 1/10 a 1/12; 









 B: largura da chicana; 
 C: espaço livre entre o agitador e o fundo do tanque (clea-
rance); 
 D: diâmetro do agitador; 
 H: altura do nível de líquido; 
 W: largura da pá do agitador. 
Outras dimensões podem ser incluídas na análise como a espessu-
ra das pás do agitador, o número de pás ou o número de chicanas. 
Quando outros tipos de agitadores forem considerados, outras dimen-
sões podem ser relevantes. 
No caso das hélices marinhas, duas variáveis são importantes: o 
passo da curvatura e o ângulo de torção da pá. Neste estudo, ambos os 
parâmetros permanecerão constantes. 
2.1.3 Número adimensionais 
Existem diversos número adimensionais que caracterizam diver-
sos aspectos dos sistemas de agitação. Neste trabalho, o escoamento é 
isotérmico, sem transferência de massa ou reação, portanto os números 
apresentados nesta Seção estão relacionados ao movimento. 
Os números adimensionais a seguir estão relacionados ao escoa-
mento global do tanque agitado, podem o líquido conter ou não uma 
fase dispersa. 
Número de Reynolds, Re: é a razão entre forças inerciais e visco-
sas. Tipicamente usado para avaliar se o escoamento encontra-se em 
regime laminar ou turbulento. Em tanques agitados é baseado no diâme-
tro do impelidor e velocidade de rotação. Experimentos (RUSHTON et 






Número de Froude, Fr: é a razão entre forças inerciais e a gravi-
dade. Sua utilidade aparece em sistemas sem chicanas, na medida em 
que quantifica o vórtice central. Seu valor crítico para o aparecimento 
do vórtice central é particular de cada caso (BUSCIGLIO et al., 2011). 
Número de Potência, Np: indica a razão entre a potência entregue 
pelo motor e a energia cinética efetiva. Também pode ser interpretada 
  
como a resistência do fluido ao movimento e a inércia (EARLE e 
EARLE, 1983). Caracteriza cada sistema de acordo com os componen-
tes presentes no sistema e o regime de escoamento. Para sistemas com 
chicanas é função do número de Reynolds e varia entre 10 e 1000 no 
regime laminar a 0,1 e 10 no regime turbulento. Nestes sistemas o nú-
mero de potência é independente do Reynolds no regime turbulento. Já 
em sistemas sem chicanas o número de potência decresce mesmo em 
regime turbulento. Estudo detalhado deste parâmetro é realizado por 
Spogis (2002). Números de potência típicos são encontrados em Nunhez 
et al. (2002). 
Quando a fase líquida apresenta uma mistura com uma fase dis-
persa outros números adimensionais são relevantes. 
Número de Reynolds da partícula, Rep: tem a mesma definição 
anterior excetuando-se em dois as aspectos: o comprimento característi-
co é o diâmetro da fase dispersa e a velocidade característica é a veloci-
dade relativa entre as fases. 
Número de Weber, We: é a relação entre as forças inerciais e a 
tensão superficial. Tem sua aplicação para avaliar deformação e/ou que-
bra de gotas/bolhas. 
Número de Ohnesorge, Oh: é uma combinação dos dois números 
acima gerando uma relação entre as forças viscosas e as de inércia e 
tensão superficial. 
Número de Eotvos, Eo: é a razão entre empuxo e tensão superfi-
cial. Também é conhecido por número de Bond. Sua aplicação é na 
avaliação da forma da fase dispersa. 
Número de Stokes, St: é a razão entre o tempo de resposta de uma 
partícula e o tempo característico do escoamento em seu redor. É uma 
medida da inércia de uma partícula. Valores menores que a unidade 
mostram que a partícula tem baixa inércia e, portanto tende a seguir o 
movimento do fluido contínuo. 
Os números acima são resumidos a seguir: 
Reynolds    





Froude    




Potência    
 
     
 (2-3) 
Reynolds-partícula     
    |     |
  
 (2-4) 
Weber    
   | |
 
 (2-5) 
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2.2 MODELAGEM FLUIDODINÂMICA DE 
ESCOAMENTOS EM TANQUES AGITADOS 
O estudo de tanques agitados é profícuo na literatura técnica. As-
sim, uma ampla revisão deste tema seria muito dispendiosa. Além disto, 
textos extensos sobre o tema estão disponíveis não somente em artigos 
de periódicos como em livros (ZLOKARNIK, 2001; NAUMAN, 2002; 
PAUL et al., 2004; TATTERSON, 2003; OCHIENG, 2009; KING, 
2010). Deste modo, esta revisão ater-se-á aos trabalhos cujo foco foram 
na modelagem e simulação numérica do escoamento no interior de rea-
tores agitados mecanicamente.  
Segundo a TECHNOLOGY VISION 2020 (1996), CFD foi iden-
tificado como uma das ferramentas críticas para alavancar novas tecno-
logias na indústria química.  
Bakker e van den Akker (1994) e Armenante et al. (1997) aplica-
ram um modelo de Tensores de Reynolds Algébrico (ASM) em um 
tanque sem chicanas, mas fechado no topo impedindo a formação de 
uma superfície livre. Em ambos, o modelo foi aplicado em agitadores 
radiais e axiais. Devido aos recursos computacionais da época, a região 
do impelidor foi modelada com dados experimentais de LDV (Laser 
Doppler Velocimetry). Nesta abordagem, a região em torno do impelidor 
é definida como uma condição de contorno impondo valores médios de 
velocidade e turbulência experimentais. A diferença dos dois trabalhos 
foi na geometria utilizada. No primeiro, foram usadas chicanas e no 
segundo não. Mesmo com essas limitações em ambos os estudos, o 
  
modelo ASM foi capaz de predizer a tendência correta do perfil de velo-
cidade tangencial. 
Baseados nesta afirmação, Joshi e Ranade (2003) buscaram o que 
havia já desenvolvido na época e o que estaria por vir no horizonte até 
2020. Segundo os autores, a modelagem da superfície livre é bem 
49odcrita por códigos baseados no método conhecido por Volume-of-
Fluid, ou VOF (HIRT e NICHOLS, 1981). Por outro lado, CFD não era 
usado como ferramenta de projeto quando o ponto principal do processo 
envolvia superfície livre com arraste de gás. Ainda hoje poucos traba-
lhos acoplam a modelagem da superfície livre em tanques agitados 
(HAQUE et al., 2006). Pode-se destacar neste tema o trabalho de Ciofa-
lo et al. (1996), Haque et al. (2006), Glover e Fitzpatrick, (2007) e Abu-
Farah et al. (2010). 
Alcamo et al. (2005) aplicaram pioneiramente a Simulação de 
Grandes Escalas, ou Large Eddy Simulation, LES, em um sistema sem 
chicanas e fundo plano, agitado por uma turbina Rushton. Utilizando a 
abordagem LES se resolve as maiores escalas (tamanho ou frequência 
dos turbilhões) do escoamento turbulento e modela as menores escalas 
considerando-as possuir um caráter universal (WILCOX, 1998). Esse 
caráter universal permite utilizar modelos mais simples para prever o 
comportamento das pequenas escalas (SMAGORINSKY, 1963). Entre-
tanto, para evitar a formação de vórtice, os autores lançam mão de um 
tampo sobre a superfície livre. Esse artifício permite que a simulação 
possa ser conduzida como monofásica (água). Os resultados de perfil 
médio de velocidade tangencial quando comparados a dados experimen-
tais (VELLA et al., 2003) mostram boa concordância. Entretanto, para a 
velocidade radial (principal componente em uma turbina Rushton) os 
resultados não foram tão conformes mesmo que mostrando a tendência 
correta. Levando em conta que cada solução LES levou 33 dias, talvez 
esse esforço não valha a pena para problemas de otimização. 
Tendo em vista os resultados razoáveis, porém dispendiosos de 
Alcamo et al. (2005), Haque et al. (2006) propuseram modelar e simular 
o mesmo sistema utilizando a abordagem RANS ou Reynolds Averaged 
Navier-Stokes. Nesta abordagem, as equações do movimento são pro-
mediadas no tempo, podendo ser resolvidas em estado permanente, sem 
resolver explicitamente os turbilhões do escoamento turbulento. 
(WICOX, 1998) Os autores concluíram que utilizando um modelo de 
turbulência de duas equações Shear Stress Transport ou SST 
(MENTER, 1994), a superfície livre é bem capturada, mas os perfis de 
  
velocidade não, mostrando uma tendência a gerar um movimento de 
corpo rígido em todo o tanque. Nesta abordagem, somente um modelo 
de turbulência de segunda ordem baseado no transporte do Tensor de 
Reynolds (RST) fornece bons resultados, capturando tanto a região de 
vórtice livre quanto a de vórtice forçado. Por outro lado, a utilização de 
um modelo de transporte do Tensor de Reynolds cria algumas dificulda-
des, como:  
 maior tempo de processamento: o modelo RST possui 7 
equações diferenciais parciais (EDP) não lineares enquanto 
que o SST possui duas; 
 convergência mais difícil: é notória a dificuldade de conver-
gência de um sistema de equações onde o modelo RST está 
presente (RANADE, 2002); 
 inadequado para escoamento próximo a parede: isso implica 
que algumas características importantes do escoamento po-
dem ser mal resolvidas, como o número de potência (razão 
entre forças de arraste e forças de inércia) e o Nusselt; 
 difícil acoplamento com cinéticas químicas: em geral, os mo-
delos de cinéticas químicas em escoamento turbulento são 
baseadas em modelos de duas equações. 
Glover e Fitzpatrick (2007) aplicaram o modelo VOF para captu-
rar a forma do vórtice central de um tanque de fundo plano sem chica-
nas. O agitador é do tipo pá reta (radial) de oito lâminas. O modelo SST 
é usado para capturar os efeitos da turbulência sobre o escoamento. Com 
a baixa rotação (72 RPM) os efeitos da tensão superficial na superfície 
livre não são desprezíveis. Os autores mostraram que para um mesmo 
nível de refino, a malha hexaédrica e a malha tetraédrica apresentam 
resultados similares para o perfil da superfície livre. Entretanto, nenhu-
ma das duas malhas mostrou concordância com dados experimentais. 
Pode-se concluir dos resultados apresentados que: 
 utilizando-se uma malha grosseira, não importa o tipo de 
elemento se compõe a malha: falta um estudo de independên-
cia do refino da malha sobre os resultados; 
 de estudos anteriores (CIOFALO et al., 1996; HAQUE et al., 
2006) ficou claro que os modelos de duas equações são inca-
pazes de capturar corretamente os perfis de velocidade. 
  
Murthy e Joshi (2008) analisam o escoamento turbulento em um 
tanque com chicanas agitado por distintas turbinas através de medidas 
de LDA (Laser Doppler Anemometry) e duas abordagens CFD: RANS 
(k-ε e RST) e LES. A conclusão foi de que LES é extremamente preciso 
em todos os aspectos do escoamento. O RST prediz com acurácia so-
mente as variáveis médias. Tanto o RST quanto o k-ε falham ao predizer 
quantidades turbulentas como a energia cinética turbulenta. 
Abu-Farah et al. (2010) conduzem um estudo numérico e expe-
rimental de dispersão turbulenta de uma fase orgânica (ciclohexano) em 
água utilizando um tanque de fundo semi-esférico agitado por uma tur-
bina Rushton. É levada em consideração a superfície livre entre a dis-
persão líquida e o ar. Portanto, do ponto de vista da modelagem, este é 
um estudo trifásico. A interação entre as fases aquosa e orgânica é mo-
delada através do Modelo de Mistura (MANNINEN e TAVASSALO, 
1996), também conhecido como Drift-Flux Model (ISHII, 1977) ou 
Algebraic Slip Model, abreviado por ASM (ANSYS CFX, 2010). Este 
modelo permite que duas fases distintas sejam descritas por um mesmo 
conjunto de equações de Navier-Stokes. A distinção de comportamento 
entre as fases é o cálculo da velocidade terminal das fases dispersas 
considerando que estas alcancem o equilíbrio instantaneamente. Esta 
estratégia é bem razoável como uma alternativa ao Balanço Populacio-
nal em se considerando que a DTP seja conhecida e o que se pretende 
analisar é o comportamento da população de partículas quando os pro-
cessos de quebra e coalescência estão em equilíbrio. Ao analisar o sis-
tema globalmente, os autores optam pelo modelo k-ε padrão (WILCOX, 
1998), seguindo sugestões de Zakrzewska e Jaworski (2004) e Hart-
mann et al. (2004). Entretanto, estes últimos autores aplicaram o referi-
do modelo de turbulência em um sistema com chicanas, cujo padrão de 
escoamento é razoavelmente bem predito por modelos de duas equa-
ções. 
Na medida em que o volume de publicações acerca da modela-
gem e simulação numérica do escoamento em tanques agitados foi 
avançando, alguns autores se propuseram a avaliar a qualidade destas 
análises. Como qualquer processo de solução numérica de equações, 
vários critérios devem ser atendidos para garantir resultados com um 
mínimo de erros (MALISKA, 2004). Coroneo et al. (2011) conduzem 
um estudo mostrando o efeito do tamanho dos elementos na malha e 
esquemas de discretização dos termos das equações de conservação 
sobre parâmetros globais, velocidade média, turbulência e homogenei-
  
zação. Os autores concluem que com a abordagem RANS aliada a mé-
todos numéricos adequados, é possível obter resultados aceitáveis não 
somente de quantidades médias, mas também nos parâmetros influenci-
ados pela turbulência.  
Joshi et al. (2011) revisam extensamente a literatura técnica sobre 
a aplicação de diferentes modelos de turbulência em tanques agitados 
por agitadores radiais assumindo fase única. Neste levantamento obser-
va-se claramente que a Turbina Rushton é a mais escolhida (95% dos 
casos). Todos os outros casos são compostos pelo agitador de pá reta. 
Algumas conclusões deste trabalho são destacadas aqui: 
 existe necessidade de medidas experimentais em regiões im-
portantes do escoamento, como entre as pás do agitador; 
 a avaliação da solução independente da malha é crucial para 
garantir acurácia dos resultados e assertar que um determina-
do modelo é de fato coerente ou não com a tendência física 
do escoamento; 
 características locais do escoamento, tais como as macroins-
tabilidades, são importantes para o projeto de reatores. As 
macroinstabilidades, ou grandes vórtices, ocupam grande 
parte do reator e são responsáveis pelo transporte em longas 
distâncias de substâncias ou da energia, por exemplo. Portan-
to, é imprescindível que modelos que levam em consideração 
estas características. 
Portanto, a obtenção de dados experimentais que correlacionam 
as variáveis de operação e de geometria do reator com a DTP e o desen-
volvimento de um modelo matemático que pondere a influência de cada 
um destes parâmetros é extremamente importante, pois tornaria possível 
predizer a DTP final através do modelo, minimizando problemas de 
reações ao passar de um reator escala piloto para um reator industrial. 
2.3 MECÂNICA DOS FLUIDOS COMPUTACIONAL 
A mecânica dos fluidos computacional trata da solução numérica 
das equações do movimento na sua forma consagrada conhecida por 
Navier-Stokes. O tema mecânica dos fluidos computacional é muito 
vasto e está além do escopo deste texto tratá-lo pormenorizadamente. 
Segure-se ao leitor buscar outras obras que tratam exclusivamente do 
  
tema tais como Anderson (1995), Ranade (2002), Maliska (2004), 
Hirsch (2007), Versteeg e Malalasekera (2007), Jakobsen (2008). 
2.4 EFEITO DAS CHICANAS 
A utilização de chicanas tem dois objetivos: mitigar a formação 
de um vórtice ao redor da haste do agitador e melhorar o transporte das 
espécies dentro do reator, evitando o movimento de corpo rígido. A 
presença de chicanas faz com que o movimento circular do líquido seja 
inibido, resultando em uma superfície livre quase plana. Além disso, o 
movimento axial é mais intenso o que leva a um aumento na taxa de 
mistura (CIOFALO et al., 1996). 
Por outro lado, as chicanas geram zonas mortas que em casos de 
fluido de alta viscosidade (reações de polimerização, por exemplo) pro-
movem incrustações (Figura 2-3). Chicanas devem ser evitadas em pro-
cessos onde as espécies são suscetíveis ao cisalhamento gerado pela 
ponta das chicanas, caso de cristais e micro-organismos. 
 





O efeito das chicanas sobre o escoamento próximo do agitador é 
pequeno e, assim, pode-se dissociar o padrão de escoamento desta regi-
ão da zona longe do agitador. Analisando o material sobre modelagem 
do escoamento em tanques agitados já publicado, observa-se uma ten-
dência a se preferir sistemas com chicanas (JOSHI et al., 2011). 
As duas características macroscópicas do efeito da presença ou 
não das chicanas são ilustradas na Figura 2-4. À esquerda, a superfície 
livre se mantém plana, enquanto que na direita, a superfície forma um 
vórtice central. Para conservar a massa de líquido, o volume que é des-
locado pela descida da interface no centro é elevado junto às paredes. É 
notório que a superfície livre não fica totalmente plana mesmo com a 
presença das chicanas. Indo além, a uma determinada rotação (ou me-
lhor, número de Froude) até um vórtice pode surgir (BUSCIGLIO et al., 
2011) se o agitador for do tipo fluxo radial ou axial descendente. Isso 
acontece devido à força centrífuga gerada pelo agitador que empurra o 
fluido para as paredes do tanque criando uma depressão no centro. A 
força centrífuga é contraposta à força da gravidade que tende a manter a 
superfície livre plana. A medida do equilíbrio entre estas duas forças é 
expressa pelo número de Froude. 
  
Figura 2-4 – Efeito da presença das chicanas sobre a forma da superfície livre 
(CIOFALO et al., 1996). 
O efeito observado na superfície livre é consequência do perfil de 
velocidade tangencial formado no interior do líquido, conforme mostra-
do no esboço da Figura 2-5. No lado esquerdo, é possível observar duas 
  
regiões de comportamento distinto da velocidade circunferencial. Do 
centro do reator até o raio crítico rc, o perfil é linear e conhecido como 
vórtice forçado. Do raio crítico à parede, o perfil não linear é observado 
e é chamado de vórtice livre. Quando se observa a forma da superfície 
livre, o raio crítico indica o ponto de inflexão da superfície livre. Esta 
constatação explicita a relação entre o perfil de velocidades e a forma da 
superfície livre em tanques agitados sem chicanas. 
 
  
Figura 2-5 – Relação entre o perfil de velocidade tangencial (a esquerda) e a 
forma da superfície livre, à direita (CIOFALO et al., 1996). 
O pioneiro na modelagem deste fenômeno foi Nagata (1975) ao 
aplicar a teoria do escoamento potencial, considerando que somente a 
componente tangencial da velocidade não é desprezível. Seja a região de 
vórtice forçado se comportando como um corpo rígido girando e a regi-
ão de vórtice livre de momento da quantidade de movimento constante, 
obtém-se a componente tangencial da velocidade, w: 
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onde ω é a velocidade angular do agitador e r a coordenada radi-
al. 
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onde Hb é a altura do fundo do vórtice (próximo a haste do agita-
dor), Hw é a altura da crista do vórtice (próximo a parede do reator), g é 
a aceleração da gravidade. 
É notável que a descontinuidade do perfil de velocidade de con-
verte em um ponto de inflexão na forma da superfície livre. 
O raio crítico é obtido experimentalmente. Uma das formas de se 
calcular é proposta por Nagata (1975): 
 















onde T é o diâmetro do tanque. 
Com todas as hipóteses utilizadas, é de se supor que este modelo 
não tenha aplicabilidade universal. Em conclusão, o perfil de velocidade 
tangencial obtido por Nagata (1975) pode ser usado como um guia teó-
rico. Busciglio et al. (2011) propuseram uma modificação quando o 
vórtice central atinge o agitador. 
  
2.5 EFEITO DO FUNDO DO TANQUE 
Assim como no caso anterior, onde há uma preferência a tanques 
com chicanas, existe uma preferência para reatores com fundo plano. 
Essa escolha se deve a facilidade de fabricação do reator em escala de 
bancada e piloto, além de permitir que se trabalhe com espaçamento 
entre agitador e fundo quase nulo. Já em escala industrial tanques de 
fundo não plano (ovais, elipsoidais, semi-esféricos, etc...) são preferidos 
devido a facilidade de manutenção (mais fácil de esvaziar), e por não 
formar regiões potencialmente mortas.  
Dohi et al. (2004) concluem de suas observações que o escoa-
mento produzido em tanques agitados dependem fortemente não só da 
geometria do agitador mas também da forma do fundo. 
Outros trabalhos que envolvem tanques com fundo não plano são 
os que estudam sistemas que envolvem suspensões sólido-líquido 
(OSHINOWO e BAKKER, 2002). Os trabalhos citados a seguir não 
realizam um estudo do efeito do fundo do tanque, mas apenas mostram 
exemplos de aplicação de CFD em tanques de fundo não-plano. 
No que tange este estudo, pode-se destacar o trabalho de Abu-
Farah et al. (2010) que usam um tanque sem chicanas com fundo semi-
esférico. Os resultados das simulações mostram de maneira geral que se 
forma uma zona de menor agitação na região entre o agitador e o fundo 
do tanque. Na seção de resultados, poder-se-á observar que em um tan-
que de fundo plano a mesma região de baixa mistura é identificada. 
Choi et al. (2004) utilizam um reator com chicanas de fundo se-
mi-esférico para analisar a distribuição de tempo de residência. Para este 
tipo de estudo global, o modelo k-ε se mostra adequado quando os resul-
tados são comparados com dados experimentais. 
Aubin et al. (2004) avaliam modelos de turbulência a duas equa-
ções em um tanque com chicanas e fundo elíptico. Os autores reportam 
o insucesso em obter a solução para o caso do modelo RST. 
Do que foi encontrado na literatura, um estudo do efeito da forma 
do fundo do reator com e sem chicanas seria interessante para analisar 
seus efeitos sobre o padrão de escoamento e sua influencia sobre parâ-
metros globais. 
  
2.6 EFEITO DO TIPO DE AGITADOR 
O componente mais importante para o delineamento da forma do 
escoamento, os agitadores são classificados em três grupos: 
 radiais: predominantemente direcionam o fluxo radialmente 
(Figura 2-6(a), (c) e (e)). Em geral, são preferidos na disper-
são gasosa e dissolução de materiais sólidos. Alguns exemplos 
são a turbina Rushton e turbina de pás retas; 
 axiais: direcionam o fluxo ascendente ou descendente axial-
mente (Figura 2-6(b), (d) e (f)). São agitadores de baixo cisa-
lhamento e baixo consumo de energia. Alguns exemplos são 
turbina de pás inclinadas e hélice marinha; 
 tangenciais: produzem movimento rotacional exclusivamente. 
Tem nos processos que envolvem fluidos de alta viscosidade 
seu nicho. O exemplo clássico deste tipo de agitador é a Ân-
cora; 
 mistos: muitos fabricantes buscam desenhos de agitadores que 
aliam mais de uma característica de fluxo. Alguns modelos 











Figura 2-6 – Comparativo entre agitadores radiais (esquerda) e axiais (direita). 
De cima para baixo: esboço, plano de contornos de velocidade; linhas de cor-
rente (SPOGIS, 2002; JAKOBSEN, 2008). 
O padrão de escoamento que se espera dos agitadores radiais e 
axiais está ilustrado na Figura 2-6. Na Figura 2-6 (a) e (b), os vetores 
curvos indicam o padrão de escoamento para cada tipo de agitador. No 
caso do tipo radial, o agitador capta massa da direção axial em ambos os 
sentidos e a impulsiona em um jato coerente na direção da parede en-
quanto que no tipo axial a massa é captada acima do impelidor e impul-
  
sionada para baixo. Essa mesma descrição pode ser usada para a Figura 
2-6 (c) e (d), onde são plotadas as linha de contorno da magnitude da 
velocidade. A Figura 2-6 (e) e (f) ilustra as linhas de corrente ao redor 
dos agitadores. É possível notar que no caso radial, dois grandes vórtices 
são formados, um acima e outro abaixo do plano do agitador. Esse par 
de vórtices é gerado pelas duas pontas de cada pá do agitador (neste 
caso as 6 pás da turbina Rushton). No caso axial, uma estrutura toroidal 
é formada a jusante do agitador devida ao retorno do jato descendente 
pela parede. Deste modo, é possível identificar claramente os dois tipos 
de agitadores pelo padrão de escoamento gerado. 
No presente estudo, o agitador radial utilizado é a turbina 
Rushton enquanto que o axial é a hélice marinha. O primeiro tipo de 
impelidor é largamente usado o que resulta na disponibilidade grande de 
dados experimentais. Suas principais características são a alta produção 
de turbulência e cisalhamento. Assim, sua aplicação recai em casos de 
transferência de massa. A hélice marinha é um tipo especial de impeli-
dor axial já que é o que apresenta o maior fluxo ou bombeamento e o 
menor cisalhamento entre os agitadores padrão. Portanto, suas aplica-
ções são em processos onde, por exemplo, o quebramento de partículas 
deve ser evitado. 
2.7 MODELOS DE TURBULÊNCIA 
Como foi visto na primeira parte desta revisão, o modelo de tur-
bulência empregado é a chave para a obtenção de perfis locais de velo-
cidade coerentes com o observado experimentalmente. Em resumo: 
 Modelos a duas equações: são empregados com sucesso 
quando o objetivo são parâmetros globais como a distribuição 
dos tempos de residência ou quando o tanque possui chicanas. 
 Modelos de transporte dos Tensores de Reynolds: são aplicá-
veis em todas as situações, inclusive onde há anisotropia, mas 
não apresentam acurácia próximo as paredes. Uma alternativa 
a esse comportamento é aplicar uma versão Baseline (BSL) do 
RST. Não foi encontrado na literatura nenhum exemplo deste 
modelo. Um problema comum encontrado nesta revisão é a 
dificuldade de convergência deste modelo. 
 Modelos de Tensores de Reynolds em equilíbrio local (Alge-
braic Stress Model, ASM): também conhecidos como Modelo 
  
Algébrico de Tensores de Reynolds, é uma simplificação do 
anterior. Tem grande potencial (e de acordo com que se viu 
nesta revisão, inexplorado) em tanques sem chicanas já que 
trata intrinsecamente da anisotropia. 
 Abordagem LES: nesta abordagem, naturalmente são tratadas 
as maiores escalas do escoamento turbulento. As menores es-
calas são tratadas, em geral, com modelos algébricos de dissi-
pação viscosa. Com os recursos atuais, ainda é um modelo 
dispendioso devido as restrições de malha refinada e passo de 
tempo pequeno que onera os processos de projeto e otimiza-
ção. Algumas simulações apresentadas (ALCAMO et al., 
2005) indicaram que os resultados não ficaram totalmente 
conforme com os dados experimentais. Pode-se crer que a ma-
lha não é adequada na maioria dos casos. 
 Abordagem híbrida LES-RANS: existem duas principais 
abordagens hibridas: a Detached Eddy Simulation (DES) e a 
Scale-Adaptive Simulation (SAS). Na primeira, a ideia é utili-
zar RANS próximo às camadas-limite e LES nas regiões lon-
ge (ou descoladas) da parede. Já no SAS, uma abordagem 
URANS (Unsteady RANS) que usa a escala de comprimento 
de Von Karman para mapear as regiões descoladas e instáveis 
do escoamento onde estruturas menores são resolvidas. 
(ANSYS CFX, 2010). 
 Abordagem completa, DNS (Direct Numerical Simulation): 
este método consiste em resolver todo o espectro de escalas 
turbulentas. 
No escopo deste estudo, as abordagens transientes (URANS, 
LES, DES, SAS, DNS) não são consideradas. Entretanto para um estudo 
mais aprofundado da estrutura do escoamento gerado pelos agitadores, 
esses modelos podem dar melhor resultado. Tampouco este trabalho 
pretende delinear todos os aspectos da turbulência. Ótimos textos dispo-
níveis podem fornecer ao leitor uma análise mais profundada do assun-
to, entre eles: Lumley e Tennekes (1972), Hinze (1975), Wilcox (1998), 
Batchelor (2000), Pope (2000), Davidson (2004). 
A solução do escoamento turbulento em todo seu espectro cha-
ma-se Simulação Numérica Direta ou DNS. A ideia desta abordagem é 
resolver todo o espectro de escalas turbulentas. Em outras palavras, se 
  
propõe a resolver as equações de Navier-Stokes com um nível de discre-
tização suficiente para capturar todas as escalas do escoamento turbulen-
to. Na prática, mesmo com os recursos disponíveis hoje, simular um 
caso real é proibitivo. Como referência, o tamanho da malha a ser utili-
zada é proporcional a Re
9/2
. Em outras palavras, apenas escoamento com 
Re relativamente baixos são possíveis. Usando uma expressão de Wil-
cox (1998), para um Re = 10
6
, a malha exigida seria de 133 x 10
9
! Além 
da questão da malha, os passos de tempo devem ser muito baixos, da 
ordem da escala de tempo de Kolmogorov,    (  ⁄ )
  ⁄  (WILCOX, 
1998). Devido a estas limitações, poucos grupos investem nesse tipo de 
abordagem. Neste tema podem-se destacar os trabalhos de Gillissen e 
van den Akker (2009) e Sbrizzai et al. (2006). 
Sbrizzai et al. (2006) aplicaram DNS em um sistema sem chica-
nas agitado por um impelidor radial (Rushton 8 pás). O objetivo foi 
analisar a dispersão turbulenta de partículas (lagrangeanas) no reator 
operando a Re ≈ 1600. A essas baixas rotações a deformação da superfí-
cie livre é mínima. O tamanho do elemento de malha utilizado é três 
vezes maior que a escala de Kolmogorov (WILCOX, 1998) calculada 
para este caso (48,5 µm). Não há justificativas claras a respeito desse 
valor, mas é fato que as exigências que fazem da simulação ser do tipo 
DNS não são satisfeitas. Além disso, os resultados devem ser analisados 
com cuidado já que apenas três revoluções do agitador foram simuladas, 
diminuindo a precisão do processo de média. 
Um reator com chicanas agitado por um impelidor radial 
(Rushton 6 pás) é usado por Gillissen e van den Akker (2009). Os auto-
res visavam criar um benchmark para as simulações numéricas de tan-
ques agitados. Operando a um Re = 5000, foi utilizada uma malha com 
109 elementos e um tempo total de 20 revoluções. As simulações leva-
ram um mês para ser concluída em 128 CPUs. Este é o primeiro caso de 
DNS que atende todos os requisitos desta metodologia. 
Um passo antes da DNS é a abordagem LES. Nesta abordagem, 
as menores escalas (dissipativas) não são resolvidas, mas modeladas 
através de alguma expressão (chamados modelos da escala sub-malha) 
mais simples já que as estruturas turbulentas nesta faixa de tamanho são 
ditas “universais” e isotrópicas. Conforme mais recursos computacio-
nais se tornam disponíveis, esta abordagem se torna popular. A grande 
desvantagem de LES em relação à DNS é quando o transporte molecular 
está em jogo, pois este tipo de transporte é dominado pelas escalas de 
turbulência dissipativas. Em LES, a malha faz o papel de um filtro. To-
  
das as estruturas do escoamento de tamanho maior que o elemento de 
malha são resolvidas. O que for menor, será modelado através de um 
modelo sub-malha. Assim como na DNS, existem requerimentos para a 
escolha do tamanho dos elementos, já que o modelo de sub-malha a ser 
aplicado só será válido para a faixa de tamanho próxima aos turbilhões 
dissipativos. 
Para que se tenha mais clara a diferença entre os dois modelos, 
vejamos a Figura 2-7. Neste gráfico estão plotados a energia dos turbi-
lhoes (E(κ)) contra o inverso do tamanho dos turbilhões, κ, ou número 
de onda. Portanto, à esquerda estão as maiores estruturas que estão rela-
cionadas aos maiores tamanhos encontrados em cada equipamento ou ao 
elemento motriz. No caso específico de um tanque agitado, se relaciona 
este tamanho (também conhecido como injetor de energia) com o diâ-
metro do agitador. A partir desta escala, em um processo de cascata, os 
turbilhoes vão ficando cada vez menores e com menor energia até che-
gar a uma escala característica, a escala de Kolmogorov, a partir da qual 
a energia (cinética) é dissipada em energia térmica. 
No caso da DNS, todas as escalas, inclusive as dissipativas, são 
resolvidas, não necessitando supor (ou modelar) nada acerca da estrutu-
ra turbulenta do escoamento. Em LES, a escolha do tamanho do elemen-
to determina um filtro (linha dupla vertical na Figura 2-7) que define o 
tamanho das estruturas resolvidas (a esquerda da linha dupla na Figura 
2-7) e das estruturas modeladas (a direita da linha dupla). No caso mais 
simples RANS, todo o espectro é modelado seja por uma equação algé-
brica (por exemplo, o comprimento de mistura de Prandtl) ou um siste-
ma de equações de transporte como o modelo RST. Em outras palavras, 
a turbulência é descrita por grandezas globais, sendo necessários, então 
ajustes para cada situação. 
  
 
Figura 2-7 – Espectro de energia da turbulência em função do inverso do tama-
nho dos vórtices (WILCOX, 1998). 
À primeira vista, os modelos RANS somente apresentam desvan-
tagens. Entretanto, do ponto de vista de engenharia são muito úteis. 
Apesar de ser possível capturar cada estrutura do espectro da turbulên-
cia, na maioria dos casos o conhecimento desta estrutura não é relevan-
te. Tendo em mente as hipóteses básicas de formulação de cada modelo, 
é possível empregá-los de forma a obter seu melhor desempenho para 
extrair as informações globais do escoamento que são necessárias para 
projetos e análise de processos. Em outras palavras, é preciso conhecer a 
priori a natureza do escoamento antes de se escolher o modelo de turbu-
lência RANS. Como consequência, pode-se afirmar que não existe um 

















deve conter um mínimo de complexidade para capturar a essência dos 
fenômenos relevantes.” 
O conceito matemático por trás dos modelos RANS foi concebi-
do por Reynolds (1895) a partir de seu clássico experimento do escoa-
mento de água em um tubo. Ele percebeu que o campo de velocidade 
instantânea poderia ser decomposto em dois campos: um campo de ve-
locidade média no tempo e um campo flutuante, ou: 
 
 (   )   ̅( )    (   ) (2-13) 
 
Para ilustrar este conceito supõe-se que o gráfico da Figura 2-8 
represente a medida instantânea da velocidade em um ponto do escoa-
mento ao longo do tempo. 
 
Figura 2-8 – Exemplo de medida de velocidade em um ponto do escoamento 
ao longo do tempo (WILCOX, 1998). 
Portanto, a média  ̅ é tomada em um intervalo de tempo arbitrá-
rio, mas suficientemente grande para se obter uma média estatisticamen-
te representativa. Quando se usa a hipótese de turbulência estacionária, 
este intervalo de tempo é, em tese, infinito. Na prática, o intervalo equi-
vale ao tempo do processamento do fenômeno. Esta é a abordagem uti-
lizada nesta tese. 
Quando esta média é tomada em um intervalo de tempo finito e 
da ordem das variações lentas do escoamento (não relacionadas com as 
  
flutuações turbulentas, mais rápidas) diz-se que o modelo é RANS não 
permanente ou URANS (Unsteady Reynolds Averaged Navier-Stokes). 
Esta abordagem não será utilizada nesta investigação. 
No contexto de modelos RANS, pode-se classificar os modelos 
em quatro grandes classes: 
1. Modelos algébricos ou a Zero Equação; 
2. Modelos a Uma Equação; 
3. Modelos a Duas Equações; 
4. Modelos de Transporte dos Tensores de Reynolds 
A seguir, uma breve descrição de cada classe. 
Modelos Algébricos. Estes modelos são, em sua grande maioria, 
baseados no conceito de comprimento de mistura de Prandtl. Esse com-
primento de mistura é utilizado para o cálculo de uma viscosidade turbu-
lenta via expressão algébrica. A viscosidade turbulenta comporta toda a 
fenomenologia da turbulência. Este nome vem da analogia com a visco-
sidade dinâmica. Essa analogia também é conhecida por aproximação de 
Boussinesq (ANSYS CFX, 2010). Essa aproximação também é utilizada 
nos modelos a uma e a duas equações. Atualmente, são nulos os exem-
plos de aplicação deste tipo de modelo na Indústria de Processamento 
Químico. Estes modelos podem ser uma boa opção para condição inici-
al, mas nunca para uma solução final de um equipamento real. 
Modelos a Uma Equação. A variável transportada nesta classe 
de modelos é, em geral, a própria viscosidade turbulenta advinda da 
aproximação de Boussinesq ou a energia cinética turbulenta. Este tipo 
de modelo de turbulência tem sua aplicação mais popular em escoamen-
tos aerodinâmicos. Portanto, sua aplicação em equipamentos industriais 
não é recomendada. 
Modelos a Duas Equações. Esta é a classe, de longe, mais popu-
lar de todas as aplicações de CFD. Estes modelos aliam boa convergên-
cia, baixa demanda de memória e respostas razoáveis quando o que 
interessa é o comportamento global do escoamento. Uma lista longa de 
modelos se enquadra nesta categoria. Dentro desta categoria, o modelo 
k-ε se destaca como um padrão tácito de aplicações práticas. A grande 
deficiência deste modelo é sua grande sensibilidade a escoamentos rota-
tivos e com grandes curvaturas nas linhas de corrente. Outro ponto fraco 
deste modelo é na descrição do escoamento próximo a paredes. Essa 
  
deficiência se deve ao fato da equação para a dissipação da energia ciné-
tica turbulenta não ser integrável até a parede, pois a equação de ε não 
reproduz corretamente os processos viscosos próximos a parede. Outro 
modelo comumente usado é o k-ω. Este foi o primeiro modelo a duas 
equações desenvolvido por Kolmogorov em 1942 (WILCOX, 1998). A 
segunda variável, ω, do modelo é conhecida como frequência da turbu-
lência. Por esta variável ser integrável até a parede (seu valor na parede 
é nulo) é uma ótima opção para escoamentos confinados. Por outro lado, 
sua deficiência é exatamente longe das paredes. Uma combinação dos 
pontos fortes dos dois modelos foi proposta por Menter (1994), criando 
o modelo SST (Shear Stress Transport). Além das vantagens dos dois 
modelos anteriores, o modelo é capaz de predizer pontos de descola-
mento em superfícies lisas através da inclusão no modelo dos efeitos do 
transporte da tensão cisalhante turbulenta. Na prática, isso evita a sobre-
predição da viscosidade turbulenta. Fisicamente, o processo de difusão 
turbulenta (de espécies, de energia, etc...) não é sobrepredito como no 
caso do k-ε. Maiores detalhes serão apresentados no capítulo de mode-
los. 
Modelo de Transporte de Tensores de Reynolds. Também co-
nhecido como fechamento de segunda ordem é de longe o modelo 
RANS mais preciso. Ao contrário das alternativas anteriores, não usa a 
aproximação de Boussinesq para condensar toda informação da turbu-
lência em um parâmetro. Ao invés disso, resolve o transporte de cada 
componente do tensor tensão turbulento (ou de Reynolds) permitindo, 
assim, predizer o comportamento tridimensional da turbulência. Em 
outras palavras, este modelo naturalmente trata de escoamentos rotacio-
nais, curvaturas nas linhas de corrente, fluxos secundários, etc. Sendo 
assim, sete equações diferenciais parciais devem ser resolvidas simulta-
neamente. Em consequência, muito esforço computacional e dificuldade 
de convergência são agregados ao sistema de equações. Sua formulação 
pode ser encontrada no capítulo 6 de Wilcox (1998). Uma simplificação 
às equações de transporte — aproximação dos termos de transporte a 
uma situação de equilíbrio local (WALLIN e JOHANSSON, 2000) — 
leva a uma versão algébrica do modelo de Tensores de Reynolds 
(ASM). Esta versão foi pouco empregada até o momento por ser reco-
nhecidamente de difícil implementação devido aos componentes do 
tensor serem funções implícitas de outros componentes. Somente duas 
aplicações em tanques agitados foram encontradas (BAKKER e VAN 
DEN AKKER, 1994; ARMENANTE et al., 1997). Uma solução para a 
dificuldade de implementação do ASM é explicitar os tensores em fun-
  
ção de outros parâmetros (taxa de deformação, vorticidade, etc...). Esta 
solução chamada de Explicit Algebraic Stress Model (WALLIN e 
JOHANSSON, 2000) ou Explicit Algebraic Reynolds Stress Model 
(EARSM) permite manter algumas características originais do modelo 
diferencial, mas com um custo computacional reduzido. Este é um dos 
modelos utilizados nesta tese. Não foram encontradas aplicações deste 
modelo em tanques agitados. Sua formulação será descrita no capítulo 
de Modelos. 
O modelo semi-empírico de Correção de Curvatura (SPALART e 
SHUR, 1997; SMIRNOV e MENTER, 2008) é um artifício nos modelos 
de turbulência (principalmente nos baseados em viscosidade turbulenta) 
para levar em conta os efeitos de curvatura e rotação do escoamento. 
Este modelo foi empregado com sucesso em casos de um duto rotativo, 
um duto curvo, hidrociclone, um compressor centrífugo e escoamento 
em ponta de asa (SMIRNOV e MENTER, 2008). Este modelo pareceu 
promissor para o presente caso e será investigado nesta tese. Sua formu-
lação será apresentada no Capítulo de Modelos. 
2.8 MODELOS MULTIFÁSICOS 
Sistemas heterogêneos escoando em tanques agitados impõem 
dois tipos de desafio na modelagem: 
1. captura da forma da superfície livre, principalmente nos ca-
sos sem chicana; 
2. descrição da evolução da densidade de área interfacial entre a 
fase dispersa e a fase contínua em todo tanque. 
Um terceiro desafio surge quando as duas situações acima fazem 
parte do mesmo problema. Em casos de três fases como esse, são neces-
sários modelos de interação de segunda ordem em locais onde as três 
fases coexistem. Por exemplo, qual o comportamento de uma gota de 
óleo dispersa em água quando atinge a superfície livre? Não há muito 
conhecimento nesta área ainda. Entretanto, tentativas de modelar o es-
coamento trifásico já foram publicadas, utilizando a hipótese que essas 
interações de segunda ordem são desprezíveis. Mesmo interações de 
primeira ordem entre duas fases dispersas não são completamente com-
preendidas.  
Wang et al. (2006) analisam um sistema líquido-líquido-sólido 
em um tanque com chicanas agitado por uma turbina Rushton, conside-
  
rando que a interação entre gotas e partículas sólidas é idêntica a de 
bolhas de gás e partículas sólidas. 
Murthy et al. (2007) simulam o escoamento líquido-gás-sólido 
em um tanque com chicanas agitado por diferentes turbinas. Os autores 
desprezam as interações entre as fases dispersas. 
Abu-Farah et al. (2010) apresentam o primeiro exemplo de apli-
cação de um escoamento líquido-líquido-gás com formação de superfí-
cie livre conforme o foco deste trabalho. Os autores levam em conside-
ração a DTP final das gotas assumindo que quebra e coalescência estão 
em equilíbrio. Hipótese essa pertinente quando se busca o estado per-
manente do escoamento. A desvantagem é que não se pode utilizar esta 
abordagem quando não se tem conhecimento prévio da DTP através de 
experimentos. A crítica a este estudo fica por conta do uso do modelo de 
turbulência k-ε que é inadequado para um escoamento em tanque sem 
chicanas. 
Superfície Livre. Um modelo de superfície livre deve conter um 
esquema numérico para descrever a forma e a localização da superfície, 
um algoritmo de evolução no tempo e espaço e permitir a aplicação das 
condições de salto na superfície. Duas classes de modelos se destacam: 
 métodos de interface: a interface é rastreada de maneira 
semelhante a um método lagrangeano; 
 métodos de volume: uma equação de transporte é utiliza-
da para manter o volume constante de uma das fases. 
No primeiro método, uma “nuvem” de pontos é usada para des-
crever a interface. A densidade de pontos desta nuvem é definida inici-
almente pelo usuário e grandemente influencia na qualidade dos resulta-
dos. Esta nuvem é imersa na malha euleriana onde o escoamento é re-
solvido. Então, um balanço de forças locais é aplicado em cada ponto de 
forma a obter sua posição em cada intervalo de tempo. Este método é 
computacionalmente eficiente já que requer poucos cálculos para obter a 
evolução da superfície livre. Entretanto, não é conservativo em sua natu-
reza e, portanto, deve ser usado com cuidados especiais. 
Já os métodos de volume usam a própria malha euleriana para 
capturar a interface através de uma variável indicadora de fase. Nos 
elementos de malha em que o fluido preenche completamente, seu valor 
é unitário. Nos elementos ausentes de fluido, seu valor é nulo. Nos ele-
mento onde a ocupação é parcial, seu valor vem do balanço de volume 
  
da equação de transporte do indicador de fase. O indicador de fase pode 
ser promediado, coincidindo-se com a fração volumétrica ou pontos, 
preenchendo os elementos da malha de acordo com sua quantidade lo-
cal. 
Entre os mais populares estão o método Volume-of-Fluid (VOF) 
de Hirt e Nichols (1981) e o Level-Set de Osher e Sethian (1988). Os 
dois métodos são similares, mas há uma diferença de como é definida a 
interface, enquanto o VOF usa a fração volumétrica, o Level-Set usa a 
distância para a interface. Numericamente, o Level-Set tem um compor-
tamento mais suave e contínuo permitindo o calculo preciso de gradien-
tes espaciais sobre a interface (como, por exemplo, para calcular a cur-
vatura local). Mas o seu indicador deve ser reinicializado periodicamen-
te, tornando o processo não conservativo em massa (ZWART, 2005). 
Essa é outra diferença marcante entre estes dois métodos: o VOF força a 
conservação da massa em cada instante de tempo. No presente estudo, o 
método VOF foi escolhido devido a essa característica. Mais detalhes de 
sua implementação estarão no Capitulo de Modelos. 
Densidade de Área Interfacial. Este tema é vasto e de forma al-
guma se pretende discorrê-lo todo aqui. Mas no que diz respeito à classe 
de equipamento tratado neste texto alguns aspectos são analisados. De-
pendendo da morfologia do escoamento multifásico que ocorre no sis-
tema, diferentes tratamentos são necessários. Neste caso específico, tem-
se, além da interface da superfície livre discutida anteriormente, uma 
fase dispersa em outra contínua. As duas formas clássicas de se modelar 
o escoamento multifásico disperso são:  
 Euleriana 
 Lagrangeana 
Na Euleriana, cada fase é considerada como um meio contínuo e 
todas compartilham o mesmo espaço no domínio. Esta abordagem con-
sidera as fases como contínuos interpenetrantes. Emerge deste conceito 
um conjunto de equações de Navier-Stokes para cada fase. 
A abordagem Lagrangeana prevê que as fases dispersas sejam 
descritas por uma equação de trajetória, muito mais simples que as 
equações de Navier-Stokes. Entretanto, essa descrição, em sua forma 
clássica, só é válida em concentrações volumétricas muito baixas, a não 
ser que modelos de colisão entre partículas sejam considerados. 
A fase dispersa pode ser considerada: 
  
 monodispersa ou polidispersa; 
 fluida ou sólida. 
O primeiro item diz respeito a como o modelo aborda a distribui-
ção de tamanho da fase dispersa. A fase monodispersa é aquela cuja 
DTP é descrita por um valor médio fixo. A fase polidispersa é aquela 
cuja DTP é um conjunto de classes de tamanho podendo ou não variar 
de acordo com as condições do escoamento. Na prática, a maioria das 
fases dispersas são polidispersas a não ser que sejam cuidadosamente 
classificadas. Entretanto, atualmente, quando se fala em modelagem de 
escoamentos multifásicos com fins práticos de engenharia, se pensa em 
fases dispersas com diâmetro médio constante, monodispersas. Há dois 
motivos se deve esse fato: falta de recursos computacionais (cada classe 
de tamanho requer um conjunto de equações de Navier-Stokes a mais) e; 
falta de modelos bem estabelecidos para descrever a fase polidispersa 
(quando a quebra e a coalescência estão em jogo). A descrição Lagran-
geana naturalmente pode descrever fases polidispersas mas sua limita-
ção quanto a concentração da fase dispersa a impede de ser usada mais 
amplamente. Recentemente, métodos tipo Discrete Element Method 
(CUNDALL E STRACK, 1979) vêm ganhando espaço na análise de 
processos multifásico dispersos. Neste método, cada partícula ou con-
junto homogêneo de partículas é rastreado através de um balanço de 
forças. A desvantagem deste método é quando o sistema contem muitas 
partículas aumentando muito o requerimento de memória. Além do 
mais, este método é intrinsecamente transiente, tornando as simulações 
longas. 
 O segundo item diz respeito a se a fase dispersa se deforma com 
o campo de escoamento local (fluida) ou é uma partícula rígida. Em 
função deste comportamento diferentes conjuntos de modelos para os 
fenômenos interfaciais (arraste, transferência de calor e massa) são pro-
postos na literatura. No que diz respeito ao tema este estudo, a fase dis-
persa é fluida. Modelos de arraste para este tipo de escoamento serão 
apresentados no Capítulo de Modelos. 
A alternativa do ponto de vista Euleriano é o emprego de Equa-
ção de Balanço Populacional (Population Balance Equation, PBE) para 
descrever a fase polidispersa. Nesta abordagem cada equação de balanço 
populacional é uma equação de transporte para a classe de tamanho 
(RAMKRISHNA, 2000). 
  
Embora, tradicionalmente CFD e PBE venham sendo estudadas 
de forma paralela, elas estão intimamente ligadas quando o assunto é 
escoamento multifásico. Além disso, CFD é importante quando se quer 
uma descrição espacial da PBE. Os termos advectivos da PBE passam a 
ser variáveis no espaço. Assim, na última década, a solução acoplada 
das duas modelagens vem aparecendo com mais frequência na literatura. 
O problema de acoplamento passa pelo fato de resolver a PBE de forma 
eficiente dentro de um loop de CFD. Ou seja, em geral, se tem um códi-
go CFD e se deseja inserir nele uma PBE. 
Existem várias maneiras de se fazer esse acoplamento. Alguns 
autores — (DAMIAN, 2007) e (SILVA, 2008) — fazem um amplo 
apanhado sobre esse acoplamento. Basicamente, pode-se resumir este 
acoplamento no seguinte processo: dada uma DTP inicial, CFD calcula 
os campos de velocidade, pressão e turbulência na fase contínua, que 
por sua vez são usados pela PBE para calcular a nova DTP. Esse proces-
so iterativo vai se repetindo até a convergência. Pode-se também incluir 
energia (temperatura), composição, etc. 
Ainda existe a possibilidade de se modelar a velocidade da fase 
dispersa de maneira homogênea ou heterogênea ao longo da DTP. A 
abordagem homogênea lança mão de apenas um sistema de Navier-
Stokes para descrever a velocidade da fase dispersa. Em outras palavras, 
todas as partículas experimentam o mesmo campo de velocidade e os 
termos de transferência interfacial usam o diâmetro médio de Sauter 
local. Com essa abordagem, não é possível obter, por exemplo, a segre-
gação por tamanhos. Esse fato é verdade principalmente quando o sis-
tema é composto de gás contínuo e líquido ou solido disperso onde o 
tempo de relaxação das partículas é comparável à escala de tempo iner-
cial. A grande vantagem desta abordagem é que ela permite ter um cam-
po de diâmetros e, por tanto, distintas densidades de área interfacial, que 
por sua vez, influenciam nos termos de troca através da interface. 
Já a abordagem heterogênea, pode ainda ser classificada de com-
pleta, onde todas as classes de tamanho possuem seu campo de veloci-
dade, ou incompleta, onde grupos de classe de tamanho compartilham o 
mesmo campo de velocidade. A abordagem heterogênea incompleta 
utilizando o método das classes dentro do código ANSYS CFX é conhe-
cida como MUSIG (MUltiple SIze Group Model) não homogêneo (LO 
et al., 2000). A motivação deste método é a redução do custo computa-
cional gerado no heterogêneo completo (FRANK et al., 2005). 
  
Outro desafio a ser superado em um balanço populacional é a 
descrição dos processos de quebra e coalescência. Araujo (2006) faz um 
extenso apanhado dos modelos disponíveis na literatura. A discussão 
destes modelos está além do escopo deste texto. 
Uma alternativa mais simples para levar em consideração a DTP 
da fase polidispersa é o modelo Drift-Flux ou Algebraic Slip Model 
(ASM). Nesta abordagem, o escoamento multifásico é considerado co-
mo um escoamento de uma mistura homogênea. Os distintos tamanhos 
são tratados através de balanços locais de forças de arraste e peso para 
se obter uma velocidade de deslizamento de cada fase dispersa em rela-
ção ao meio contínuo. Até onde se pode verificar, o ASM foi empregado 
em tanques agitados sem chicanas somente por Abu-Farah et al. (2010). 
Do ponto de vista físico, os modelos de balanço populacional e 
ASM não são equivalentes. O primeiro trata da evolução de tamanhos 
de uma fase polidispersa, podendo considerar ou não os transportes 
advectivo e difusivo de cada classe. O segundo é uma simplificação do 
modelo de dois fluidos de Ishii (1975). Essa simplificação permite a 
adição de mais fases ao modelo sem onerar demasiadamente o tempo 
computacional ou acrescentar dificuldades à convergência. Por outro 
lado, quando a distribuição de tamanhos da fase polidispersa não apre-
senta mudanças (por exemplo, os processos de quebra e coalescência se 
encontram em equilíbrio) o ASM pode ser empregado como um modelo 
de movimento de um escoamento polidisperso. 
2.9 CONCLUSÕES DESTE CAPÍTULO 
Da revisão realizada neste capítulo, foi observado que: 
 tanques com chicanas, independente do agitador, podem ser 
modelados com modelos a duas equações para capturar o 
comportamento do escoamento médio e parâmetros globais; 
 tanques sem chicanas apresentam um desafio maior para a 
modelagem do escoamento com respeito a estrutura da turbu-
lência. Poucas referências acerca deste sistema foram encon-
tradas; 
 o estudo da superfície livre em tanques sem chicanas passam 
necessariamente por uma modelagem da turbulência adequa-
  
da, pois a forma da interface é diretamente dependente do 
padrão de escoamento no interior do tanque; 
 o grande desafio desta área de conhecimento é o acoplamento 
do escoamento de superfície livre com a fase líquida sendo 
heterogênea. Uma referência foi encontrada utilizando o mo-
delo ASM. 
 poucas referências foram encontradas acerca da aplicação da 





Este capítulo trata da modelagem matemática empregada para 
analisar o escoamento no interior de tanques agitados. De acordo com a 
conclusão do que foi revisto na literatura no capitulo anterior, aqui serão 
expostos os modelos e uma breve descrição de cada um deles. 
O equacionamento é baseado em dois tipos de equações: leis fun-
damentais de conservação e modelos de fechamento. Os casos conside-
rados aqui são todos isotérmicos, não necessitando da equação de con-
servação de energia. Assim, as equações fundamentais são (PINTO e 
LAGE, 2001): 
 conservação da massa: princípio de Lavoisier; 
 conservação da quantidade de movimento: segunda lei de 
Newton. 
Nos casos de escoamentos multifásicos, a conservação da massa é 
aplicada a cada uma das fases ou a uma das fases e a massa global. A 
conservação de quantidade de movimento pode ser aplicada em cada 
uma das fases ou, através de um Modelo Homogêneo (ANSYS CFX, 
2010), considerar todos os fluidos viajando a mesma velocidade (arraste 
infinito). Um caso típico de aplicação do Modelo Homogêneo é quando 
há um escoamento estratificado, como é o caso de escoamento de super-
fície livre. Mesmo em caso onde há uma fase dispersa em uma contínua, 
é possível aplicar este modelo quando a inércia das partículas dispersas 
é pequena. 
Em todos os casos onde o foco foi calcular a posição da superfí-
cie livre, o Modelo Homogêneo é prontamente aplicado.  
Nos casos onde a fase dispersa está presente, o modelo Algebraic 
Slip Model ou ASM (MANNINEN e TAIVASSALO, 1996) foi aplicado 
conforme Abu-Farah et al. (2010). Este modelo também é conhecido 
por Modelo de Mistura (ISHII e HIBIKI, 2006). 
Os modelos de fechamento ficam por conta de descrever a turbu-
lência. Após revisão da literatura e seguindo a proposta deste estudo de 
buscar obter respostas rápidas para o escoamento dois modelos de turbu-
lência modificados serão utilizados: 
 SST com correção de curvatura 
3  MODELAGEM MATEMÁTICA  
  
 BSL-EARSM com correção de curvatura 
3.1 CONSERVAÇÃO DA MASSA 
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onde,  
αi é a fração volumétrica da fase i; 
ρi é a densidade da fase i; 
ui é o vetor velocidade da fase i. 
Considera-se para esta equação que não haja termos-fonte de 
massa nem transferência de massa entre quaisquer fases i. 
Para o Modelo Homogêneo, considera-se que cada fase i experi-
menta o mesmo campo de velocidades: 
 
            (3-2) 
 
onde Nf é o número de fases do problema. 
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A restrição de que a soma das frações volumétricas é a unidade: 
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3.2 CONSERVAÇÃO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO 
A equação da quantidade de movimento para o escoamento de 
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  é a pressão;  
 ̿  é o tensor tensão do fluido; 
g é a aceleração da gravidade; 
Fi são forças devidas a transferência interfacial de quantidade de 
movimento entre as fases; 
Si são termos-fonte devido à forças de campo externas, como, por 
exemplo, força de Lorentz, força de Coriolis ou força centrífuga. 
No Modelo Homogêneo, este conjunto de equações é somado so-
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  ∑     
  
  é a densidade média local; 
SM são termos-fonte devidos a forças de campo externo como na 
(3-5) 
  ∑     
  
  é a viscosidade dinâmica média local. 
As regras de mistura acima são válidas para misturas ideais. No 
contexto deste estudo, essas regras serão aplicadas tanto no caso de 
superfície livre (o que não traz grande imprecisão, já que o volume ocu-
pado pela superfície livre é pequeno) quanto no caso da dispersão líqui-
do-líquido. No caso particular da dispersão, regras de mistura mais pre-
cisas (VERMEULEN et al., 1955) podem ser usadas. 
3.3 MODELOS DE ESCOAMENTO MULTIFÁSICO 
Os modelos apresentados aqui tratam dos dois fenômenos que fa-
zem parte do escopo deste trabalho: a modelagem da forma da superfície 
livre e a modelagem da dispersão de fases imiscíveis. 
3.3.1 Escoamentos de superfície livre – modelo homogêneo 
Como comentado no capítulo anterior, este trabalho utiliza-se um 
modelo tipo VOF (Volume of Fluid) com um esquema de captura de 
interface. A equação de VOF é uma equação cuja propriedade transpor-
tada é uma variável contínua de indicador de fase. Ao resolver uma 
equação de transporte, esquemas de advecção de alta ordem são neces-
sários para a captura adequada da posição da interface. Quando se aplica 
uma equação de transporte de uma variável contínua que possui fisica-
mente descontinuidades, o esquema de advecção deve conter algum 
artifício para aproximar o campo resultante em algo próximo do real. 
Este estudo utiliza o esquema de Zwart et al. (2003) que apresenta ca-
racterísticas compressivas independentes do passo de tempo utilizado, 
conforme apresentado na Seção 4.3.2. 
Um modelo de superfície livre usualmente utiliza como base o 
Modelo Homogêneo. Assim, a equação de conservação da quantidade 
de movimento resultante é a soma de cada equação de cada fase con-
forme Equação (3-6).  
Já a equação do balanço de massa é usualmente a somatória das 
equações de todas as fases. Entretanto, para fins de implementação nu-
  
mérica, ela não é ideal (ZWART et al., 2003). Neste contexto Zwart et 
al. (2003) propõem o uso de uma equação da continuidade do volume. 
Esta consiste em, antes de proceder com a soma sobre todas as fases, 
dividir a equação da massa para cada fase por ρi.  
Considerando que o sistema de superfície livre neste trabalho tra-
ta-se de líquido-gás, substituiu-se os índices de fase para melhor leitura, 
o sistema de equações final é: 
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Nota-se que a Equação (3-6) não muda em relação a seção anteri-
or. A Equação (3-7) representa fisicamente a Equação (3-3), apenas com 
a indicação explícita da fase, assim como a Equação (3-4) em relação à 
(3-9). O parâmetro Slg é o termo-fonte de massa que cruza a interface. 
No presente caso este termo é sempre nulo. O escoamento é considerado 
incompressível para as duas fases. 
3.3.2 Escoamento polidisperso – modelo de mistura 
A modelagem da dispersão de partículas em um meio contínuo 
pode ser abordada em vários níveis. Em geral, escolhe-se o mais simples 
que permite observar os efeitos globais dos fenômenos mais importan-
tes.  
Um parâmetro importante na escolha do modelo é a morfologia 
do escoamento ou como a interface entre as fases se conforma. Uma das 
escolhas possíveis foi apresentada no item anterior para o escoamento 
de superfície livre. 
  
Para o escoamento de partículas dispersas em um meio contínuo 
muitas abordagens são possíveis conforme pode-se observar em Gidas-
pow (1994), Ishii e Hibiki (2006), Brennen (2009), Rosa (2011). Neste 
texto, foi escolhido o modelo conhecido como Algebraic Slip Model 
(ASM) ou Drift-Flux Model. Esse modelo foi introduzido por Ishii 
(1977) e aprimorado por Manninen e Taivassalo (1996). Ele será aplica-
do no caso estudado por Pinto (2006) com hélice marinha conforme 
Abu-Farah et al. (2010) o aplicou em um tanque agitado por uma turbi-
na Rushton. A escolha pelo ASM no caso de Pinto (2006) se deve ao 
fato de se buscar explicar o comportamento dinâmico da DTP final já 
conhecida não requerendo modelar processos de quebra e coalescência, 
ao menos nesta primeira abordagem.  
Já para o caso com turbina Rushton estudado por Yang et al. 
(2000) será aplicado o modelo MUSIG (LO et al., 2000) com os mode-
los padrões do ANSYS CFX (2010). Também por ser uma primeira 
abordagem, não foram conduzidos estudos de efeito dos modelos de 
quebra e coalescência, modelo de turbulência ou número de classes 
sobre os resultados finais deste caso particular. 
3.3.2.1 Algebraic Slip Model (ASM) 
O conceito por trás do ASM é considerar que o escoamento mul-
tifásico se comporta como uma mistura ao invés de cada fase indepen-
dente. Como consequência é possível simplificar grandemente o sistema 
de equações do escoamento multifásico. Essa simplificação vem do 
conhecimento a priori do comportamento local de cada fase (ISHII e 
HIBIKI, 2006). Esse modelo é apropriado quando a escala de tempo 
para se alcançar uma velocidade de deslizamento de equilíbrio (veloci-
dade terminal) é pequena. Em outras palavras, esse modelo é aplicável a 
partículas cuja inércia é baixa. O número adimensional que rege este 
comportamento é o Stokes. Como será visto no Capítulo de Resultados, 
o número de Stokes das partículas geradas por Pinto (2006) permite seu 
uso. 
Isto posto, resumem-se as restrições deste modelo: 
 forças além da de arraste são desprezíveis; 
 partículas alcançam sua velocidade terminal rapidamente. 
Como no caso dos modelos de superfície livre, o ASM tem por 
base o modelo Homogêneo que trata todas as fases como um todo atra-
  
vés de equações globais de conservação de massa e quantidade de mo-
vimento (e energia, quando for o caso). A diferença neste caso é que 
cada fase dispersa é descrita através de uma equação de massa cuja ve-
locidade possui uma contribuição da mistura u e uma velocidade de 
“deriva” (ou drift, em inglês).  
 
          (3-10) 
 
Esta velocidade pode ser encarada como uma velocidade relativa 
entre a fase i e a velocidade do centro de massa da mistura. 
Definindo a velocidade de deslizamento (slip, em inglês), ou a 
velocidade relativa da fase i e da fase contínua: 
 
           (3-11) 
 
As duas velocidades acima, de desvio e deslizamento, estão rela-
cionadas através da expressão abaixo: 
 




onde Yi é a fração mássica da fase i. 
Assim, substituindo a (3-10) na (3-3) e considerando a fração 
mássica no lugar na fração volumétrica, obtém-se: 
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Vale notar que o uso de fração volumétrica ou mássica é indistin-
guível em termos matemáticos. Depende muito da filosofia de imple-
mentação do código em questão. Por exemplo, o ANSYS Fluent utiliza 
a formação com fração volumétrica, conforme Ishii e Hibiki (2006), 
pois usa a implementação do modelo de dois fluidos (ISHII, 1975). 
Enquanto que o ANSYS CFX utiliza o ferramental de fluidos multi-
componentes. 
Para fechar o sistema de equações, deve ser calculada a velocida-
de relativa. Ela é obtida da equação da quantidade de movimento de 
cada fase após sua manipulação algébrica em conjunto com a equação 
global de forma a eliminar o termo de gradiente de pressão. Consideran-
do que: 
 a fase dispersa alcança a velocidade terminal rapidamente, 
então o termo transiente da velocidade relativa pode ser des-
prezado; 
 a seguinte aproximação é feita: (    )   (   ) ; 
 as tensões viscosas e de difusão aparente são omitidas pois 
são pequenas quando comparadas aos outros termos. 
Com essas simplificações se obtém uma equação de equilíbrio 
simplificada que permite calcular algebricamente a velocidade relativa 
dada uma lei de arraste viscoso. A forma final da expressão algébrica de 
equilíbrio é: 
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Os efeitos de turbulência são desprezados na obtenção da veloci-
dade relativa. Entretanto, indiretamente, eles são levados em conta atra-
vés do termo difusivo da equação da massa de cada fase dispersa através 
de uma aproximação de Boussinesq (viscosidade turbulenta) como no 
caso de um escoamento multicomponente (ANSYS CFX, 2010). 
3.3.3 Escoamento polidisperso – Modelo MUSIG 
O modelo MUSIG é o algoritmo desenvolvido por Lo et al. 
(2000) para acoplar de forma eficiente as equações de balanço populaci-
  
onal (PBE) e as equações de conservação de CFD. Portanto, o modelo 
MUSIG permite que o código CFD lide com fases polidispersas que 
apresentem DTP variável. A variação da DTP pode se dar de várias 
formas, tais quais (RAMKRISHNA, 2000): 
 quebra; 
 coalescência e/ou agregação; 
 nucleação; 
 expansão/contração. 
Os dois últimos mecanismos não estão implementados no 
ANSYS CFX (2010), mas podem ser incorporados via codificação do 
usuário. Para o presente caso, nenhum dos dois mecanismos é relevante 
(Yang et al., 2000). 
3.3.3.1 A equação de fração de tamanho 
Esta seção tem a intenção de apresentar a equação final do mode-
lo MUSIG que é a equação de fração de tamanho. Esta equação é de-
senvolvida a partir da PBE para incorporar a fração volumétrica da fase 
dispersa e converter a densidade numérica de partículas em fração de 








fi é a fração de tamanho da classe i; 
d se refere a uma propriedade global da fase dispersa; 
Si são os termos-fonte devidos a quebra e coalescência. 
Os termos-fonte Si representam o surgimento ou desaparecimento 
líquido de uma classe de tamanho i devido aos processos de quebra e 
coalescência. As quatro formas de contribuição para este termo-fonte 
são: 
  
 taxa de surgimento devido a quebra de partículas maiores; 
 taxa de desaparecimento devido a quebra da classe i; 
 taxa de surgimento devido a coalescência de partículas meno-
res; 
 taxa de desaparecimento devido a coalescência com outras 
partículas. 
Pelo principio da conservação, a soma das taxas devidas a quebra 
sobre todas as classes é nula. O mesmo vale para a coalescência. 
A seguir são apresentadas breves descrições dos processos de 
quebra a coalescência e os modelos utilizados. 
3.3.3.2 Processo de quebra 
O processo de quebra, resumidamente, é o resultado de um dese-
quilíbrio entre as tensões do escoamento que atuam sobre a partícula e a 
tensão superficial. O número adimensional que mede esse equilíbrio é o 
número de Weber (HINZE, 1955). 
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 (3-16) 
onde ρ é a densidade da fase dispersa, u é uma velocidade relativa 
entre as fases, d é um tamanho característico da interface e σ é o coefici-
ente de tensão superficial. 
Ou seja, a quebra é esperada ocorra sempre que o We ultrapassar 
um valor crítico. Esse valor crítico é relacionado de alguma forma com 
o número de Ohnesorge, Oh: (ARAUJO, 2006) 
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 (3-17) 
onde µd é a viscosidade da fase dispersa. 
  
Supondo que a partícula esteja imersa em um escoamento turbu-
lento homogêneo e isotrópico, Kolmogorov (1949) e Hinze (1955) che-
garam a um número de Weber igual a: 
 
   
   
 






onde ε é a dissipação da energia cinética turbulenta da fase contí-
nua próxima a interface. 
Assim, a teoria mostra que a quebra é relacionada com a dissipa-
ção de energia cinética turbulenta que é obtida pelos modelos de turbu-
lência. Os modelos de turbulência serão formulados na próxima seção. 
O propósito do desenvolvimento acima foi chegar em (3-18) para 
mostrar a relação entre o processo de quebra e a turbulência. Porém, 
vale comentar que experimentalmente outros mecanismos de quebra 
foram observados além do desequilíbrio de tensões na superfície. Estes 
outros mecanismos estão além do escopo do trabalho. Eles podem ser 
encontrados em Araujo (2006). 
O modelo utilizado neste trabalho foi desenvolvido por Luo e 
Svendsen (1996). O modelo foi baseado na teoria de Kolmogorov-
Hinze, apresentada acima. 
3.3.3.3 Processo de coalescência 
A coalescência é ainda mais complexa que a quebra. Araujo 
(2006) faz amplo apanhado de teoria e modelagem deste fenômeno.  
Resumidamente a coalescência é um processo de três etapas onde 
(ARAUJO, 2006): 
1. partículas colidem; 
2. drenagem do filme da fase contínua entre as partículas; 
3. ruptura das superfícies das partículas. 
Existem várias classes de modelos, mas os principais adotam uma 
frequência de colisão e uma eficiência de coalescência para calcular o 
núcleo da taxa. A frequência de colisão mede o tempo em que as partí-
culas ficam próximas o suficiente para que ocorra a coalescência en-
quanto e a eficiência de coalescência é uma probabilidade condicional 
  
para que a coalescência se conclua (o filme de líquido é drenado e se 
rompe). 
Baseado neste conceito Prince e Blanch (1990) desenvolveram 
um modelo de coalescência onde três sub-mecanismos influenciam na 
frequência de colisão. 
1. interação com o campo turbulento do escoamento ao redor da 
partícula; 
2. interação com o campo gravitacional (empuxo); 
3. interação com o campo cisalhante do escoamento ao redor da 
partícula. 
Este modelo é o mais utilizado na literatura quando a coalescên-
cia está em jogo (ARAUJO, 2006). 
3.4 MODELOS DE TURBULÊNCIA 
Conforme foi observado na revisão de literatura, o escoamento 
em tanques agitados compõe um desafio para os modelos de turbulência. 
Modelos de Turbulência a Duas Equações são, de longe, os mais utiliza-
dos por sua robustez e economia na obtenção de resultados para escoa-
mentos completamente turbulentos. Em algumas situações, seu resultado 
é até aceitável do ponto de vista de engenharia, como no caso de tanques 
com chicanas. Por outro lado, notoriamente não são os mais adequados 
para escoamento com forte anisotropia, como é o caso de escoamentos 
em tanques agitados, principalmente os sem chicanas. O modelo empíri-
co de SPALART e SHUR (1997) foi recentemente incorporado a códi-
gos comerciais (SMIRNOV e MENTER, 2008) apresentando resultados 
promissores em escoamentos com as mesmas características do objeto 
de estudo desta tese. A seguir serão apresentados os três modelos em-
pregados neste estudo: o k-ε padrão, SST e BSL-EARSM, além do mo-
delo de Correção de Curvatura. 
3.4.1 k-ε padrão (LAUNDER e SPALDING, 1972) 
Este modelo é de longe o padrão quando se deseja modelar um 
escoamento completamente turbulento em aplicações de engenharia. 
Robustez, economia e uma precisão razoável fazem deste modelo muito 
versátil e popular. 
  
O modelo se baseia na solução de duas equações de transporte: 
uma para a energia cinética turbulenta e outra para a sua dissipação. A 
energia cinética turbulenta parte de suposição de que a flutuação do 
campo instantâneo de velocidades,   (   ), é isotrópica. Em outras 
palavras, a flutuação é a mesma em todas as direções. Pode-se então 
definir uma variável escalar energia cinética turbulenta associada ao 
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Este modelo é baseado no conceito de viscosidade turbulenta que 
entra nos termos difusivos das equações de transporte como um acrés-
cimo à difusividade. Na equação do movimento, a viscosidade dinâmica 
é substituída por uma viscosidade efetiva: 
 
         (3-20) 
 
Sendo a viscosidade turbulenta, µt, definida por: 
 






onde Cµ é uma constante ajustada empiricamente; ε é a dissipação 
da energia cinética turbulenta. 
As equações para k e ε são: 
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onde σk, σε, Cε1 e Cε2 são constantes. 
O termo de produção Pk é devido às forças viscosas e é definido 
por: 
 
      
  (3-24) 
onde S é o módulo do tensor taxa de deformação médio. 
3.4.2 Baseline (MENTER, 1993) 
A ideia básica por trás do modelo BSL é poder mesclar as vanta-
gens do modelo k-ε longe das paredes e o modelo k-ω próximo às pare-
des. Para isso, Menter (1993) transforma o modelo k-ε para uma formu-
lação k-ω para, após isso, somar as duas equações. Então, o modelo k-ω 
é multiplicado pela função de mescla F1 e o modelo k-ε transformado é 
multiplicado pela função 1-F1. F1 é uma função que identifica a camada 
limite: seu valor é um próximo a superfície da parede e zero fora da 
camada limite. A função F1 é calculada através de uma fórmula para a 
distância até a parede em cada nó do domínio. 
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Onde                     são constantes do modelo (ANSYS 
CFX, 2010). A função F1 pode ser encontrada em ANSYS CFX (2010). 
O termo Pk é a produção de turbulência devido a forças viscosas. Sua 
definição pode ser revista em Wilcox (1998). 
A viscosidade turbulenta é definida por: 
 





3.4.3 Shear Stress Transport (MENTER, 1994) 
O modelo Shear Stress Transport (SST) é baseado no modelo 
Baseline (BSL). O SST propõe uma modificação na definição da visco-
sidade turbulenta através de um limitador de forma a incorporar o com-
portamento do transporte da tensão cisalhante turbulenta. Esse limitador 
atua em regiões de gradiente de pressão adverso onde a tensão cisalhan-
te turbulenta apresenta uma diminuição, o que não é predito pelo mode-
lo BSL. 
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onde    é uma constante e S é a magnitude da taxa de deforma-
ção. A função F2 pode ser encontrada em ANSYS CFX (2010). 
  
3.4.4 Explicit Algebraic Reynolds Stress Model (WALLIN e 
JOHANSSON, 2000) 
Este modelo pode ser encarado como uma extensão dos modelos 
a Duas Equações como o BSL e o SST. Neste modelo a formulação de 
cálculo dos tensores turbulentos (ou de Reynolds) é não linear, em opo-
sição a aproximação de Boussinesq, que é linear. De forma equivalente, 
pode-se dizer que o problema da turbulência deixa de ser um cálculo de 
viscosidade turbulenta e sim o cálculo direto dos componentes do tensor 
tensão turbulento. A definição do tensor de Reynolds para um escoa-
mento incompressível é: 
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onde o termo não linear é representado por    , o tensor anisotro-
pia, e k é o traço do tensor   ̅̅ ̅̅ , também conhecido como energia cinética 
turbulenta. 
Nesta definição k vem diretamente de um modelo de turbulência 
a Duas Equações. Na formulação utilizada aqui, o modelo BSL é o esco-
lhido. Já o tensor anisotropia é derivado das equações de transporte dos 
tensores de Reynolds (RST) assumindo que a advecção e difusão dos 
tensores são desprezíveis. Esse processo gera uma relação implícita 
entre os componentes dos Tensores de Reynolds e o gradiente do campo 
de velocidades médio. Este modelo ficou conhecido como Algebraic 
Reynolds Stress Model (ARSM). Verificou-se que essa relação implícita 
é numericamente complicada de implementar e convergir devida a au-
sência de difusão. Por outro lado, uma expressão explícita para o tensor 
anisotropia não apresentou os mesmos problemas numéricos. Existem 
várias formulações EARSM (RUMSEY, 2012), entretanto, a formulação 
devida a Wallin e Johansson (2000) e Hellsten (2004) com modificações 
de ANSYS CFX (2010) em nível de implementação foi utilizada. O 
modelo aqui apresentado é baseado na relação pressão-deformação line-
ar, e assim é chamado ARSM de solução quase-linear. 
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com        (   ⁄ ) 
Os coeficientes Ai são função dos coeficientes do modelo RST. 
Seus valores podem ser encontrados em ANSYS CFX (2010). Os tenso-
res  ̿ e  ̿ são os tensores taxa de deformação e vorticidade adimensiona-
lizados pela escala de tempo da turbulência,   ⁄ . A solução numérica da 
(3-30) é o modelo conhecido por ARSM. Wallin e Johansson (2000) 
propõem a seguinte aproximação explícita para a solução da Eq (3-30). 
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Os coeficientes βi são obtidos a partir da relação implícita de aij e 
possuem a seguinte definição: 
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onde o denominador Q, é definido como: 
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Os invariantes são definidos por: 
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Para o fechamento do modelo, é necessário encontrar a função N. 
Uma solução analítica para N pode ser encontrada considerando o esco-
amento bidimensional. Wallin e Johansson (2000) recomendam seu 
emprego também em caso tridimensional: 
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3.4.5 Correção de curvatura (SPALART e SHUR, 1997) 
O modelo de correção de curvatura introduzido por SPALART e 
SHUR (1997) é uma tentativa de aumentar a sensibilidade dos modelos 
  
baseados na viscosidade turbulenta a situações onde fortes curvaturas 
das linhas de corrente e rotação do sistema estejam presentes. O modelo 
atua como um multiplicador do termo-fonte da equação de k. No caso de 
modelos baseados em Tensores de Reynolds, como no caso do EARSM, 
a correção de curvatura é uma correção na definição da vorticidade adi-
mensional. 
3.4.5.1 Correção de curvatura para modelos a duas equa-
ções 
A aplicação da correção de curvatura consiste na multiplicação da 
função corretiva de Spalart e Shur (1997) diretamente no termo de pro-
dução de k. Isso é feito de forma a evitar a notória sobrepredição da 
viscosidade turbulenta dos modelos a Duas Equações. Assim, 
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onde fr é a função limitadora da correção, assim definida: 
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𝑓 ̃     {   (𝑓        )  } (3-44) 
 
A função frot é a função corretora: 
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Analisando a função fr final, ela está limitada a uma faixa de va-
lor entre nulo e 1,25. Quando fr = 0 significa que não há produção de 
turbulência e o escoamento está estabilizado. A situação típica deste 
evento é quando o escoamento mostra uma forte curvatura convexa. Já 
  
quando fr = 1,25 há um aumento na produção de turbulência, por exem-
plo, quando o escoamento experimenta uma curvatura côncava. O valor 
máximo de 1,25 foi obtido em vários testes realizados por Smirnov e 
Menter (2008). Outro parâmetro ajustável é o fator de escala Cscale. Por 
default, Cscale =1,0 e como tal foi utilizado em todas as simulações.  
Os argumentos r
*
 e  ̃ são definidos da seguinte forma: 
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onde o primeiro termo no colchete representa a segunda derivada 
da velocidade (ou a derivada substantiva do tensor taxa de deformação) 
e o segundo termo é uma medida da rotação do sistema. Além disso, 
  
    é o vetor velocidade de rotação do sistema; 
     é o tensor Levi-Civita. 
Quando o sistema é rotativo, a definição da vorticidade deve in-
cluir a contribuição deste movimento. Deste modo, 
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A última definição é implementada em formato limitado para evi-
tar os valores nulos da taxa de deformação que ocorrem em escoamentos 
livres. 
As constantes cr1, cr2 e cr3 possuem os respectivos valores de 1,0, 
2,0 e 1,0. 
Detalhes da implementação numérica da derivada do tensor taxa 
de deformação podem ser encontrados em Smirnov e Menter (2008). 
3.4.5.2 Correção de curvatura para modelos baseados em 
tensores de Reynolds 
Da mesma forma que os modelos a Duas Equações, os modelos 
baseados em Tensores de Reynolds devem ser estendidos para sistemas 
rotativos. Para incluir a correção de curvatura em modelos EARSM 
quase-lineares, é necessário alterar a definição do tensor vorticidade 
para incluir os termos entre colchetes da (3-47). Wallin e Johansson 
(2002) definem assim a vorticidade: 
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onde    é a escala integral de tempo   ⁄  e Cscale é o mesmo do 
modelo de Spalart e Shur (1997) para modelos a Duas Equações. A0 é 
um parâmetro de ajuste com valor de -0,4. 
A contribuição da correção de curvatura baseada no trabalho de 
Spalart e Shur (1997) é dada por: 
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Este capítulo trata dos métodos numéricos empregados para solu-
ção das equações expostas no capítulo anterior. 
O software utilizado em todas as simulações foi o ANSYS CFX 
versão 13.0 (2010). Este pacote discretiza as equações através do Méto-
do dos Volumes Finitos Baseados em Elementos (EbFVM). Este méto-
do é uma variação do Método dos Volumes Finitos (MVF) clássico 
(VERSTEEG e MALALASEKERA, 2007) utilizando a definição de 
elementos e fatores de forma do Método dos Elementos Finitos (MEF). 
(MALISKA, 2004) Esse método alia a vantagem do MVF de garantir a 
conservação da propriedade transportada e a habilidade do MEF de lidar 
com geometrias complexas. Os detalhes do EbFVM podem ser revistos 
em outras fontes  (MALISKA, 2004) 
O produto da aplicação de um método de discretização nas equa-
ções de conservação (que são equações diferenciais parciais) é um sis-
tema algébrico não-linear de dimensão Número de Variáveis x Número 
de Volumes de Controle. Em outras palavras, um problema com uma 
malha com muitos volumes gera um sistema de equações muito grande. 
Por outro lado, as equações estão intimamente acopladas através de suas 
variáveis. A equação para a velocidade contém a pressão. A pressão não 
possui uma equação. Este problema é conhecido como acoplamento 
pressão-velocidade. Comumente este acoplamento é realizando através 
do balanço de massa para gerar uma equação para a pressão. Com este 
artifício, é necessário um procedimento iterativo dentro do laço do sis-
tema. Além disso, este procedimento leva a perda de precisão na solução 
das equações. De forma a evitar a utilização deste artifício, este código 
utiliza a abordagem acoplada multigrid para resolver o sistema de equa-
ções algébrico de modo a manter a natureza acoplada das equações de 
conservação (MALISKA, 2004). São notórias as vantagens desta abor-
dagem acoplada (ANSYS CFX, 2010): robustez, eficiência, generalida-
de e simplicidade. Por outro lado, traz a necessidade de alta disponibili-
dade de armazenamento do sistema (memória RAM). 
O processo de discretização passa por três etapas: 
1. malha computacional: o domínio de cálculo é subdivido em 
volumes de controle onde cada equação de conservação dis-
cretizada será resolvida; 
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2. discretização das equações: transformação do sistema de 
equações diferenciais parciais em equações algébricas; 
3. interpolações: os termos discretizados requerem dados que 
não estão disponíveis a priori. Métodos de interpolação são 
aplicados para fechar o sistema algébrico. 
Com o sistema algébrico linear montado, o solver resolve o sis-
tema iterativamente. O ANSYS CFX (2010) utiliza como pré-
condicionador a fatorização LU incompleta (ILU) acelerada por um 
método Multigrid Algébrico (AMG). 
4.1 MALHA COMPUTACIONAL 
Um dos requerimentos de se discretizar equações diferenciais é 
definir no espaço/tempo do domínio de cálculo em quais pon-
tos/volumes será aplicado o processo de discretização. No espaço, esse 
processo gera uma malha computacional. A princípio, a forma do volu-
me de controle pode ser qualquer já que não há no processo de discreti-
zação qualquer restrição quanto à geometria do elemento. Essa flexibili-
dade facilita a discretização de equipamentos de geometria complexa. 





Os códigos de CFD modernos conseguem manipular qualquer ti-
po de elemento acima sem nenhuma intervenção específica do usuário. 
Em geral, as malhas são diferenciadas entre hexaédricas e tetraédricas. 
Muitas vezes se classificam malhas hexaédricas como estruturadas e 
tetraédricas como não estruturadas. O conceito de estruturação de malha 
nada tem a ver com a forma do elemento, mas sim como cada elemento 
está conectado entre si dentro do sistema linear. Assim, é possível haver 
malhas estruturadas tetraédricas e malhas não estruturadas hexaédricas. 
Todos os solvers de CFD modernos usam malhas não estruturadas. As 
malhas Tetraédricas, quando aplicadas em problemas com superfícies 
sólidas (paredes) pode requerer elementos prismáticos para descrever 
camadas-limites. Os elementos piramidais surgem sem um comando 
direto do usuário, mas como um elemento conector entre camadas de 
  
prismas e tetraedros e também entre hexaedros e tetraedros. Alguns 
comentários são relevantes acerca das diferenças entre eles. 
 hexas: indicado para escoamentos com direção preferencial e 
cisalhantes; melhor elemento com respeito a consumo de 
memória e tempo de cálculo por elemento; por outro lado seu 
grau de automatização para sua geração é baixo; 
 tetras: indicado para problemas que demandam automação na 
geração de malha; desempenho numérico é 50% pior que o 
Hexa; não indicado para camadas cisalhantes; qualidade é al-
cançada com quantidade; 
 prismas: melhor desempenho que o Tetra nas camadas cisa-
lhantes; ideal para automatização; facilmente combinável 
com Tetras; menos eficiente que o Hexa; não indicado para 
geometrias complexas. 
Neste estudo optou-se por malhas híbridas tetra/prisma devido à 
complexidade da geometria dos agitadores. Além disso, Glover e Fitzpa-
trick (2007) mostraram que para um tanque agitado sem chicanas, resul-
tados semelhantes são obtidos com malhas hexaédricas e tetraédricas. 
O estudo de independência de malha foi conduzido de forma a 
minimizar os erros de discretização (Roache, 1998). Como os casos com 
e sem a presença de chicanas são topologicamente distintos, dois estu-
dos de independência de malhas foram realizados. 
O gerador de malha utilizado para esta tarefa foi o ANSYS ICEM 
CFD 13.0. Elementos tetraédricos foram usados para discretizar o volu-
me do reator. 
Em ambos os casos (turbina Rushton e hélice marinha) o mesmo 
procedimento foi adotado. Foram geradas cinco malhas com níveis de 
refino distintos. Os tamanhos relativos entre as diferentes porções da 
malha foram mantidos e somente um parâmetro global (um fator de 
escala, F) foi alterado. 
Dois parâmetros foram avaliados: 
 o valor da magnitude da velocidade em um ponto na descarga 
do agitador; 
 o número de potência. 
O primeiro parâmetro serve como avaliação do escoamento local, 
enquanto e número de potência possui um caráter global. Poder-se-ia 
  
utilizar inúmeros parâmetros, como, por exemplo, um perfil de veloci-
dade ou a integral da dissipação da energia cinética turbulenta. 
O número de potência é a razão entre forças de arraste e forças 
inerciais e é definido como (EARLE e EARLE, 1983): 
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onde P é a potencia consumida pelo agitador, D é o diâmetro do 
agitador, N é a velocidade de rotação do agitador. 
A potência P é avaliada no CFD através do produto da integral do 
torque sobre toda superfície do agitador pela velocidade de rotação. 
4.1.1 Análise da independência de malha para o tanque sem chi-
canas e turbina Rushton. 
Para o caso do reator montado com uma turbina Rushton, as di-
mensões utilizadas foram extraídas dos trabalhos que se basearam no 
mesmo sistema (CIOFALO et al., 1996; ALCAMO et al., 2005; 
HAQUE et al., 2006; BUSCIGLIO et al., 2011). A rotação utilizada foi 
a de 139 RPM conforme estudo de malha conduzido por Haque et al. 
(2006). Também o número de nós foi baseado no trabalho de Haque et 
al. (2006), entretanto, ao contrário destes autores, o presente trabalho 
inclui próximas às paredes, cinco camadas de prismas para descrever o 
escoamento próximo às paredes. Além disso, um refino maior na região 
da superfície livre foi empregado. 
A Tabela 4-1 lista o tamanho da malha para cada nível de refino. 
Note que para o solver do CFX utiliza o nó (ou vértice do elemento) 
como centro de seu volume de controle (Vide Figura 4-10). 
  
  
Tabela 4-1 – Número de nós e elementos nos níveis de refino de malha para o 
caso da turbina Rushton. 






1 1,0 441887 1689635 
2 0,9 540308 2085658 
3 0,8 815709 3696129 
4 0,7 1076177 4828926 
5 0,6 1217325 5229726 
 
A Figura 4-1 mostra como o refino de malha influencia a veloci-
dade tomada em um ponto na descarga do agitador. Pode-se observar 
que para este parâmetro o refino da malha não melhora o resultado a 
partir do nível 3. 
 
Figura 4-1 – Estudo de malha turbina Rushton: variação da velocidade em um 
ponto da descarga do agitador com o refino da malha. 
A Figura 4-2 mostra como o refino de malha influencia o número 
de potência. Como foi descrito pela equação (4-1), este parâmetro avalia 
o quanto a malha ao redor do agitador influencia nos resultados. Note 
  
que a partir do segundo nível de refino, o resultado não muda de forma 
apreciável. 
 
Figura 4-2 – Estudo de malha turbina Rushton: variação do número de Potência 
com o refino da malha. 
Assim, pode-se concluir que o terceiro nível de refino (F=0,8) 
produz resultados independentes da malha de acordo com os quesitos 
apresentados aqui. Este tamanho de malha é compatível com outros 
trabalhos publicados (ALCAMO et al., 2005; HAQUE et al., 2006; 






Figura 4-3 – Detalhes da malha superficial na turbina Rushton: a esquerda, 





Figura 4-4 – Detalhes da malha volumétrica na turbina Rushton: a esquerda, 
plano vertical cortando o centro do agitador; a direita, plano horizontal cortando 




4.1.2 Análise da independência de malha para o tanque sem chi-
canas e hélice marinha 
Para o tanque montado com o agitador tipo hélice marinha, pou-
cas referências de simulação numérica do escoamento estão disponíveis. 
Destaca-se o trabalho de Abu-Farah et al. (2010). Este trabalho, por 
outro lado, não apresenta estudo de independência de malha, mas co-
menta que o valor de tamanho do menor elemento de malha para o seu 
caso, cujo tanque tem 8 cm de diâmetro, é de 1 mm, perfazendo aproxi-
madamente 1,3M de elementos. 
Nesta análise parâmetros globais como o número de potência e 
parâmetros locais como o valor da velocidade em um ponto são utiliza-
dos como referência. Infelizmente não foram encontrados na literatura 
aberta medidas experimentais disponíveis para este tipo de agitador. 
Portanto, a análise é feita na convergência dos resultados para um valor 
que não é uma referência medida. 
Para esta análise, cinco níveis de refino foram usados. Em todos 
os níveis, os critérios de qualidade exigidos pelo solver foram atendidos 
(ANSYS CFX, 2010). Suas características estão resumidas na Tabela 
4-2. 
Tabela 4-2 – Número de nós e elementos nos níveis de refino de malha para o 
caso da hélice marinha 






1 1,0 441887 1689635 
2 0,9 540308 2085658 
3 0,8 682568 2661985 
4 0,7 887874 3507372 
5 0,6 1186367 4779136 
 
A seguir, o gráfico da Figura 4-5 mostra a variação da velocidade 
medida na descarga do agitador. 
  
 
Figura 4-5 – Estudo de malha: variação da velocidade em um ponto com o 
refino de malha 
É possível notar que a partir do quarto nível de refino (F=0,7) a 
velocidade não muda de forma apreciável. Este nível de refino é compa-
tível ao encontrado por Haque et al. (2006) e três vezes mais refinado ao 
usado por Abu-Farah et al. (2010). 
  
 
Figura 4-6 – Estudo de malha: variação do número de potência com o nível de 
refino da malha. 
Conforme se nota na Figura 4-6, o número de potência é pouco 
afetado pelos níveis de malha utilizados aqui. Isso se deve ao fato da 
malha nas proximidades do impelidor, mesmo no menor nível de refino, 
já ser suficiente para capturar o provável valor correto. 




Figura 4-7 – Estudo de malha: variação do perfil da superfície livre com o nível 
de refino da malha. 
Neste perfil, a convergência ocorre a partir de terceiro nível. 
Mesmo assim, a diferença entre as malhas não é apreciável. Isso se deve 
ao fato de este local da malha já ser mais refinado que os outros. 
Da análise realizada a partir os resultados de estudo de malha, 
pode-se concluir que o quarto nível de refino (F=0,7) é suficiente para 
se obter campos com o mínimo erro de discretização. Detalhes desta 




Figura 4-8 – Detalhes da malha superficial: a esquerda, a malha da parede do 
tanque e topo; a direita, malha no agitador. 
 
  
Figura 4-9 – Detalhes da malha volumétrica: a esquerda, um plano vertical que 
passa no centro do agitador; a direita, um plano horizontal que passa no plano 
do agitador. Elementos verdes são tetraedros e elementos vermelhos são pris-
mas. 
  
4.2 DISCRETIZAÇÃO DAS EQUAÇÕES 
O processo de discretização passa pela integração das equações 
de conservação sobre cada volume de controle gerado na malha compu-
tacional. Conforme comentado anteriormente, o Método dos Volumes 
Finitos (MVF) é aplicado de forma a obter um sistema de equações 
algébricas aproximadas. A ordem de aproximação é o erro de discretiza-
ção, avaliado na seção anterior. Este processo é discutido em várias 
fontes (MALISKA, 2004; VERSTEEG e MALALASEKERA, 2007) e 
não será reproduzido aqui. 
4.3 ESQUEMAS DE INTERPOLAÇÃO 
Esta seção apresentará os métodos para os termos das equações 
relevantes para os casos deste estudo. Outros termos podem ser analisa-
dos em outras fontes com Maliska (2004), Versteeg e Malalasekera 
(2007) e ANSYS CFX (2010). 
4.3.1 Cálculo do falso passo de tempo 
A discretização utilizada no ANSYS CFX não subtrai o termo 
transiente das equações mesmo quando se busca uma solução permanen-
te. É o que se chama de falso transiente. É um procedimento que reco-
nhecidamente confere mais estabilidade para o processo iterativo já que 
usa um termo que já se encontra nas equações para relaxar o processo 
iterativo. No ANSYS CFX (2010), este termo é discretizado pelo méto-
do de Euler. 
A escolha do fator de relaxação passa a ter um significado físico, 
podendo ser calculado de acordo com a física do problema. Este novo 
fator de relaxação é chamado falso passo de tempo. 
O cálculo do falso passo de tempo, em geral, é baseado em algu-
ma escala de tempo característica do sistema ou fração dela. No caso de 
tanques agitados, um tempo característico é o período de rotação do 
agitador. 
Spogis (2002) e ANSYS CFX (2010) recomendam usar 10% do 
período de rotação como passo. Este foi o valor utilizado em todas as 
simulações. 
  
4.3.2 Esquema de advecção compressivo 
A equação da fração volumétrica será utilizada para capturar a 
posição da interface gás-líquido, conforme visto no capítulo referente 
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onde n é a iteração atual e o índice ip significa ponto de integra-
ção. Os pontos de integração (Figura 4-10) são os pontos através dos 
quais o volume de controle se comunica com todos os vizinhos por meio 
dos fluxos das propriedades (MALISKA, 2004). O índice l se refere à 
fase líquida. 
 
Figura 4-10 – Discretização baseada em elementos: relação entre os pontos de 
integração e o centro do volume de controle. As linhas sólidas são os limites dos 
elementos. O volume de controle é centrado nos vértices e é reconhecido pela 
região cinza. 
O esquema de advecção é usado para avaliar a propriedade trans-
portada em cada ponto de integração. Neste caso, o que se quer avaliar é 
a fração volumétrica do líquido. A fórmula para este cálculo é dada pelo 
algoritmo NAC (Numerical Advection Correction) de Barth e Jesperson 
(1989): 
Pontos de integração 
Centro do VC 
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onde αl,up é o valor da fração volumétrica no volume a montante 
(upwind) e R é o vetor direção do volume a montante (upwind) para o 
ponto de integração. 
Portanto, se β = 0 o esquema se reduz ao UDS (Upwind Differen-
cing Scheme). Se β = 1 o esquema é um esquema UDS de segunda or-
dem puro. No esquema de alta resolução de ANSYS CFX (2010), β é 
variável entre 0 e 1 de acordo com o número de Peclet local. 
Entretanto, para aplicações de superfície livre, o esquema de alta 
resolução ainda é demasiado difusivo. ANSYS CFX (2010) introduz um 
esquema antidifusivo (ou compressivo) empregando β > 1. A conver-
gência deste esquema não é fortemente dependente do passo de tempo, 
permitindo soluções permanentes mais rápidas (ZWART, 2005). 
4.3.3 Fluxo mássico 
O termo de fluxo mássico deve ser tratado de forma a evitar o de-
sacoplamento da velocidade e a pressão. O algoritmo de interpolação de 
Rhie e Chow (1983) provê este cuidado ao calcular a velocidade no 
ponto de integração através de: 
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onde b é a soma dos coeficientes advectivos e difusivos proveni-
entes da equação da quantidade de movimento. A barra superior indica a 
média sobre todos os volumes de controle vizinhos ao ponto de integra-
ção. O termo    ̅̅ ̅̅  representa a média das velocidades dos vértices (ou 
centro dos volumes de controle) adjacentes ao ponto de integração. Ele é 
obtido a partir de uma pseudo-equação da conservação da quantidade de 
movimento para o ponto de integração. 
A razão de agrupar o gradiente de pressão é o empuxo é que em 
geral eles se equivalem em valor e seu agrupamento previne oscilações 
no campo de velocidade próximo a superfície livre (ZWART, 2005). 
4.3.4 Acoplamento das equações de fração volumétrica e Navier-
Stokes 
Este artifício de implementação faz com que as equações para ve-
locidade, pressão e fração volumétrica sejam resolvidas na mesma ma-
triz. Esta abordagem tem se mostrado benéfica em termos de conver-
gência, robustez e escalabilidade do processo iterativo quando, entre 
outros fenômenos, forças gravitacionais são importantes, como no caso 
de escoamentos de superfície livre (ZWART et al., 2007). 
4.3.5 Modelagem do movimento relativo agitador-reator 
Nesta parte do modelo, diferentes abordagens foram empregadas 
de acordo com a configuração do reator: 
 SFR (Single Frame of Reference): nesta abordagem o 
domínio como um todo gira enquanto que agitador e sua 
haste ficam paradas em relação ao referencial do labora-
tório. 
 MFR (Multiple Frames of Reference): nesta abordagem 
somente uma porção de volume do reator ao redor do 
agitador gira em relação à referência parada e o resto do 
tanque em repouso. 
Em ambas as abordagens as equações do movimento são modifi-
cadas de modo a incorporar os termos de aceleração devido à rotação do 
sistema: força de Coriolis e força centrífuga. Estas forças são adiciona-
das às equações de conservação da quantidade de movimento através de 
termos-fonte dados respectivamente por: 
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onde ρ é a densidade, ω é a rotação do sistema, r é o vetor raio e 
u é o vetor velocidade. 
A inclusão destas forças permite que soluções em estado perma-
nente sejam obtidas sem a necessidade do movimento das condições de 
contorno de fato. 
A diferença entre as abordagens é onde serão aplicados os termos 
de aceleração. No SFR, os termos-fonte aparecem em todos os volumes 
de controle do domínio, já que neste modelo o domínio gira como um 
todo. No MFR, somente em volumes determinados previamente (em 
geral, uma parcela arbitrária do volume ao redor as partes móveis do 
equipamento) contém estes termos-fonte. 
A abordagem SFR pode ser utilizada somente nos casos sem chi-
canas porque todas as paredes externas devem ser superfícies de revolu-
ção. No caso com chicanas isso não é possível já que se todo domínio 
girar, as chicanas giram também em relação a um referencial inercial. 
A alternativa para um reator com chicanas é usar o MFR. Ao em-
pregar este método, surge um problema que é modelar os fluxos que 
cruzam a interface entre o volume que gira (neste caso, em torno do 
agitador) e o volume que permanece estacionário. O ANSYS CFX 
(2010) emprega uma abordagem de superfície de controle chamada 
General Grid Interface (GGI). O GGI é um algoritmo de intersecção 
baseado na física do problema e permite liberdade total na escolha da 
malha de cada um dos lados da interface, inclusive o não casamento das 
áreas da interface. Apesar do GGI, o MFR adiciona erros de discretiza-
ção devido a descontinuidade da malha embora não afete a convergên-
cia. 
Outra escolha a se fazer ao empregar o MFR é decidir entre três 
modelos (ANSYS CFX, 2010): 
 Frozen rotor; 
 Stage; 
 Transient Rotor-Stator. 
  
O modelo Frozen rotor, também conhecido por Mixing Model, 
como o próprio nome diz, é uma abordagem onde os componentes em 
cada lado da interface são fixos. O movimento do lado rotativo é obtido 
através dos termos de aceleração nas equações de movimento. Este mo-
delo é o que possui o menor custo computacional e permite soluções 
permanentes ou quasi-estacionárias com erro de aproximação pequeno 
quando a interação entre os componentes estacionários e rotativos é 
pequena. 
O modelo Stage realiza uma média por faixas circunferenciais da 
interface. Este modelo é uma aproximação para o transiente e é aplicável 
principalmente quando rotações muito altas estão presentes, como no 
caso de compressores e turbinas. 
O terceiro modelo é empregado somente em simulações transien-
tes, já que ele movimenta a malha a cada passo de tempo. Essa aborda-
gem modela o movimento real dos componentes. 
O estudo do impacto da escolha desses modelos sobre os resulta-
dos já foi bem investigada na literatura e resumida por Ranade (2002). 
Para os propósitos desta tese, o modelo Frozen rotor atende as expecta-
tivas de precisão. 
  
A seguir são apresentados os aparatos utilizados para verificação 
experimental da forma da superfície livre. 
Os experimentos foram realizados nas dependências do Laborató-
rio de Controle de Processos do Departamento de Engenharia Química, 
da Universidade Federal de Santa Catarina, cujas instalações fornecem 
toda a estrutura necessária para a realização dos mesmos, bem como 
para análise de resultados e seu tratamento. 
A base para os parâmetros operacionais utilizados neste estudo 
experimental foram as reações de polimerização em suspensão realiza-
das no estudo de Pinto (2006). O tanque agitado encamisado, de vidro, 
sem chicanas e com capacidade nominal de um litro, como mostrado na 
Figura 5-1, é o mesmo utilizado por Pinto (2006). A parte superior deste 
reator é aberta, de tal modo que é possível observar diretamente o vórti-
ce formado pela agitação do líquido em seu interior. 
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Figura 5-1 – Tanque utilizado nos ensaios experimentais. 
O agitador mecânico RW20 Digital IKA, que pode ser visto na 
Figura 5-2(a), foi fixado no suporte do reator. A hélice do agitador é do 
tipo hélice marinha com três pás (Figura 5-2(b)). As pás foram inclina-
das em dezenove graus conforme utilizado por Pinto (2006). Em todos 
os experimentos, o agitador fora colocado ao centro do reator, na tenta-
tiva de obter a melhor simetria e reprodutibilidade possível. Outro cui-
dado tomado foi a retificação de desníveis, tanto do tanque quanto do 
conjunto agitador/hélice, utilizando um nível simples. 
Sobre o tanque, na parte superior aberta e exposta ao ambiente, é 
colocado um medidor (Figura 5-2(c)) de fabricação própria. Consiste em 
uma base inferior retangular de madeira e uma base superior metálica. 
Nas bases, há orifícios em posições estratégicas, onde finas hastes metá-
licas podem mover-se verticalmente. Ao colocar-se o medidor sobre o 
reator, já operando em regime estacionário, as hastes são movidas até a 
iminência de contato com interface água-ar e, em seguida, travada. Essa 
distância da interface ao medidor, indicada pela haste móvel, pode ser 
descontada da altura do reator, fornecendo, então, a posição do ponto da 
interface. 
  
(a) (b) (c) 
Figura 5-2 – Aparato experimental: (a) Agitador mecânico; (b) Impelidor de 
hélice marinha e (c) Medidor. 
O sistema completo pode ser visto na Figura 5-3, e é comum a 
todos os experimentos aqui descritos. 
  
 
Figura 5-3 – Aparato experimental completo. 
Ao tanque descrito na instalação experimental (fixado em uma 
estrutura do laboratório), foram adicionados 800 mL de água destilada à 
temperatura ambiente (aproximadamente 20ºC).  
Nesta mesma estrutura, foi fixado o agitador mecânico digital 
com velocidade ajustável portando o impelidor metálico, ajustado no 
centro do reator, que pode mover-se na vertical, de acordo com as ne-
cessidades do operador. Com um nível, eventuais desníveis entre pontos 
do reator foram minimizados, bem como garantida a verticalidade do 
impelidor. 
Foi adotado como origem de um sistema de coordenadas cartesi-
anas o centro da parte inferior do reator, de onde a parte final do impeli-
dor dista 33, 50 ou 66 mm (distância vertical), dependendo do experi-
mento.  
Foi, então, observado o perfil do vórtice formado pela água desti-
lada para os seguintes casos (velocidade de agitação/distância do impe-
lidor ao fundo do reator):  
  
Tabela 5-1 – Condições de operação do tanque agitado montado com hélice 
marinha. 







A escolha dos valores dos parâmetros foi baseada em um plane-
jamento experimental para um estudo de reação de polimerização em 
suspensão (PINTO, 2006). 
A mensuração da interface água-ar foi feita com o medidor, posi-
cionado na parte superior e aberta do reator, e fornece a distância da 
interface ao topo do reator. Da altura total do reator, foi descontada a 
distância observada para se obter, então, a coordenada do ponto em 
estudo do vórtice. 
Admitindo simetria axial, foram coletadas coordenadas da inter-
face em quatro linhas entre a parede do tanque e o agitador (no plano 
X=0, do sistema de coordenadas adotado). A primeira linha, que chama-
remos de linha 1, foi localizada a 1,5 centímetros do impelidor; a linha 
2, a 2,5 centímetros;  a linha 3, a 3,5 centímetros e a linha 4, a 4,5 cen-





Este capítulo mostra os resultados obtidos para os modelos des-
critos no capítulo MODELAGEM MATEMÁTICA. 
Primeiramente foram testados os diversos modelos de turbulência 
candidatos a melhor predizer o escoamento no interior do tanque sem 
chicanas. O primeiro sistema, baseado no trabalho de Alcamo et al. 
(2005) é agitado por um turbina Rushton. Idealmente, este teste deveria 
ser feito também com o sistema com hélice marinha, mas não foram 
encontrados dados de perfil de velocidade para a verificação deste sis-
tema. Portanto, considera-se que o modelo avaliado para o sistema com 
turbina Rushton também terá sua aplicação verificada no sistema com 
hélice marinha. 
Após a verificação dos modelos de turbulência, foi verificado o 
modelo escolhido no sistema com hélice marinha através do dado expe-
rimental de forma da superfície livre obtido neste trabalho.  
Então, foram avaliados os campos turbulentos em função da rota-
ção do agitador e da altura do agitador hélice marinha, tanto quanto uma 
análise do volume de abrangência da alta turbulência. 
A seguir, foi agregado ao modelo de escoamento de superfície li-
vre o modelo ASM para levar em conta a fase polidispersa e analisar sua 
distribuição no seio do líquido e tentar encontrar argumentos para expli-
car o comportamento da DTP final em função da altura do agitador. 
Finalmente, os primeiros resultados da aplicação do modelo 
MUSIG levando em conta a quebra e a coalescência de gotas foi aplica-
do em um sistema com chicanas agitado por uma turbina Rushton (Yang 
et al., 2000). A verificação deste modelo MUSIG em conjunto com o 
modelo obtido para o sistema com hélice marinha formaram a base para 
o modelo completo. 
6.1 ANÁLISE DE MODELOS DE TURBULÊNCIA  
Alguns modelos de turbulência potencialmente podem predizer o 
escoamento em tanques sem chicanas. Alguns desses modelos são anali-
sados nesta seção. Os modelos testados aqui serão comparados com 
dados experimentais (VELLA et al., 2003) e resultados de Simulação de 
6  RESULTADOS  
  
Grandes Escalas, LES (ALCAMO et al., 2005) e de modelo de transpor-
te de Tensores de Reynolds (HAQUE et al., 2006). 
Os dois modelos testados aqui foram SST e o EARSM baseado 
no BSL. Ambos foram modificados pelo modelo de Spalart e Shur 
(1997) de correção de curvatura. 
O sistema é constituído por um tanque sem chicanas de fundo 
plano de diâmetro T = 190 mm. O agitador é uma turbina de Rushton de 
diâmetro D/T = 0,5 localizada a C = T/3 do fundo. Os tamanhos das 
diversas partes do tanque são proporcionais. (ALCAMO et. al., 2005). A 
altura inicial da água é igual ao diâmetro do tanque (H = T). Vide Figura 
6-1. Não foi possível utilizar o sistema com agitador tipo hélice marinha 
por falta de dados de perfis de velocidade disponíveis na literatura para 
deste sistema. 
As análises do escoamento próximo ao agitador realizadas aqui 
servirão como base para o caso com chicanas, já que o agitador é o 
mesmo. 
No caso analisado nesta seção opera o agitador a 194 RPM. 
  
 
Figura 6-1 – Identificação da geometria e cotas características. 
Os perfis a seguir são apurados nas localidades indicadas na Figu-
ra 6-2. Vale destacar que os perfis não são tomados em uma linha, mas 
sim em uma superfície de revolução criada a partir destas linhas de for-
ma a se obter o comportamento médio do escoamento nos 360º em torno 
do eixo. 
O perfil axial encontra-se a 2r/T = 0,53 (ou 5,7 mm da ponta do 
agitador), enquanto que o perfil radial está a 10,0 mm do fundo do tan-
que (ou z/T = 0,053). 
  
 
Figura 6-2 – Posição de tomada dos perfis axial e radial. 
6.1.1 Padrão de escoamento 
Esta primeira seção visa apresentar o padrão global do escoamen-
to e suas estruturas características (Figura 6-3). 
A primeira característica é a formação de dois grandes vórtices, 
um acima e outro abaixo do agitador. Esse padrão se deve ao jato radial 
na descarga do agitador que se divide na parede. Essa característica é 
menos pronunciada neste caso sem chicanas do que o tanque com chica-
nas, pois no caso sem chicanas, grande parte da quantidade de movi-
mento está sendo transportada na direção tangencial. A segunda é a 
formação de uma região de baixas velocidades no centro do reator logo 
abaixo o disco do agitador. Essa região de baixa mistura pode aprisionar 
partículas dispersas no líquido diminuindo a capacidade de mistura do 
tanque. Uma terceira característica é a inclinação para baixo do jato de 
descarga do agitador devido a maior coluna de líquido próximo a parede 
externa. Esta característica não está clara na Figura 6-3, mas ficará 
quando forem tomados os perfis de velocidade radial na descarga. 
Também é possível notar que os três resultados apresentam um 




dos. Conforme veremos nos próximos itens, somente com uma análise 
local dos campos é possível identificar diferenças entre os modelos de 
turbulência. 
 
Figura 6-3 – Padrão de escoamento no tanque sem chicanas agitado por uma 
turbina Rushton (da esquerda para a direita): SST CC; BSL-EARSM CC; BSL-
EARSM. 
6.1.2 Superfície Livre 
Os perfis de superfície livre obtidos nas simulações e os medidos 
por Ciofalo et al. (1996) são graficados na Figura 6-4. 
  
 
Figura 6-4 – Comparação dos perfis da superfície livre obtida nas simulações 
numéricas (presente trabalho e HAQUE et al. (2006)) e experimentos 
(CIOFALO et al., 1996). 
Os resultados mostram que para todos os modelos o perfil na re-
gião de vórtice forçado é sobre predito para os casos sem Correção de 
Curvatura e subpredito para os casos com Correção de Curvatura. 
De uma forma geral, os modelos que usam a Correção de Curva-
tura apresentam uma tendência a apresentar um perfil mostrando um 
ponto de inflexão na região de raio 0,04 m. Os outros modelos não mos-
tram esta capacidade de predição mesmo que capturando bem a região 
de vórtice livre. 
Os modelos baseados em Tensores de Reynolds (RSM e BSL-
EARSM) mostram uma evolução em relação ao modelo SST mas não 
tão eficiente quanto os modelo modificados pelo modelo de Spalart e 
Shur.  
Quando se compara os modelos SST e o BSL-EARSM com cor-
reção de curvatura não há uma clara distinção de resultados, podendo-se 
afirmar que ambos são equivalentes neste quesito. 
  
Não há comparação com resultados de simulação de LES, pois 
não foi encontrado em literatura tal dado. 
6.1.3 Perfil de velocidade tangencial 
Os perfis de velocidade tangencial obtidos estão expostos na Fi-
gura 6-5. 
 
Figura 6-5 – Comparação dos perfis de velocidade tangencial numérico (presen-
te trabalho e ALCAMO et al. (2005)) e experimento (VELLA et al., 2003). 
Os eixos do gráfico mostram variáveis adimensionalisadas. Nas 
ordenadas a velocidade tangencial é normalizada pela velocidade de 
ponta de pá, utip, enquanto que a abscissa é um raio normalizado pelo 
diâmetro do tanque, T. No gráfico, a linha tracejada representa a solução 
analítica para o movimento de corpo rígido que é esperado para a região 
de vórtice forçado. Nota-se que os dados experimentais corroboram esta 
expectativa. 
Fica clara a diferença entre os modelos tipo LES e os modelos 
RANS na Figura 6-5. O modelo LES obtém uma concordância com os 
dados experimentais em ambas as regiões do vórtice, além da posição e 
  
valor da máxima velocidade tangencial. Os modelos tipo RANS apre-
sentam discordâncias significativas, ainda que com o modelo de corre-
ção de curvatura, na região de vórtice forçado. O modelo BSL-EARSM 
apresentou um desempenho inferior aos modelos com correção de cur-
vatura na região de vórtice livre, ainda que tanto SST quanto BSL-
EARSM com correção de curvatura também tenham sobrepredito a 
velocidade tangencial nesta região. Também pode-se afirmar que os 
modelos com correção de curvatura apresentam desempenho semelhan-
tes neste item. Ambos os modelos com correção de curvatura sobrepre-
dizem o ponto e o valor de máxima da velocidade tangencial. 
6.1.4 Perfil de velocidade radial 
O perfil de velocidade radial é analisado através da Figura 6-6. 
 
Figura 6-6 – Comparação de perfis de velocidade radial e experimento (VELLA 
et al., 2003). 
No gráfico, os eixos estão normalizados. A abscissa tem a veloci-
dade radial normalizada pela velocidade de ponta de pá, utip. A ordenada 
é normalizada definindo como cota 0,0 o plano que corta o meio do 
  
agitador. Valores negativos indicam posições abaixo deste plano médio, 
valores positivos, acima. 
Neste aspecto do escoamento, o modelo LES não apresenta um 
desempenho tão preciso quanto na velocidade tangencial. Existe uma 
sobrepredição da velocidade radial em todo o perfil. O modelo BSL-
EARSM sem correção de curvatura também mostra este comportamen-
to, mas com o agravante de apontar o máximo da velocidade radial para 
cima. Experimentalmente, é possível ver que o máximo é ligeiramente 
apontado para baixo. Esta é uma das características marcantes do esco-
amento produzido por agitadores radiais em tanques sem chicanas. 
Os modelos com correção de curvatura obtém uma concordância 
excelente no perfil nas regiões mais afastadas do plano médio do agita-
dor. Já no ponto de máxima, o modelo SST CC mostra a tendência cor-
reta, mas com uma sobrepredição apreciável. O modelo BSL-EARSM 
CC gerou um perfil com a máxima levemente apontada para cima. 
Assim, não há claramente um modelo superior a outro. Olhando 
somente para os resultados, é de se esperar que se escolhesse o modelo 
BSL-EARSM CC por concordar melhor com os dados experimentais. 
Entretanto, a convergência do modelo BSL-EARSM CC é muito inferi-
or ao SST CC. Enquanto o modelo SST CC levava aproximadamente 12 
h para convergir, o modelo BSL-EARSM CC levava 18 h para o mesmo 
caso. Assim, o SST CC apresentou o melhor compromisso de capturar 
corretamente as principais tendências deste perfil com um tempo de 
cômputo razoável. 
6.1.5 Conclusões da comparação dos modelos de turbulência 
Nota-se que não há claramente um modelo que cubra todos os as-
pectos do escoamento gerado por um agitador radial, nem mesmo o 
dispendioso LES. 
Os modelos de turbulência com a correção de Spalart e Shur 
apresentaram performance superior aos modelos sem a Correção de 
Curvatura. 
Os dois modelos testado com correção de curvatura (SST e BSL-
EARSM) apresentaram resultados equivalentes a não ser no perfil de 
velocidade radial onde o SST sobrepredisse e o BSL-EARSM apontou o 
máximo para cima. 
  
Considerando todos os aspectos analisados do escoamento e suas 
principais características e tempo de processamento, conclui-se que o 
melhor compromisso foi apresentado pelo SST CC. 
6.2 VERIFICAÇÃO DO MODELO DE TURBULÊNCIA NO 
SISTEMA AGITADO POR HÉLICE MARINHA 
Nesta seção foram comparados e analisados os resultados da for-
ma da superfície livre obtida com o modelo verificado na seção anterior 
através da variação da rotação do agitador e de sua posição vertical. 
Admitindo simetria radial, são coletadas coordenadas da interface 
em quatro linhas entre a parede do reator e o impelidor (no plano X=0, 
do sistema de coordenadas adotado). A primeira linha, que chamaremos 
de linha 1, está localizada a 15 mm do eixo do agitador; a linha 2, a 25 
mm; a linha 3, a 35 mm e a linha 4, a 45 mm, conforme mostrado na 
Figura 6-7. 
 
Figura 6-7 – Local de captação de coordenadas experimentais do vórtice. (a) 
Plano YZ (b) Linhas do plano YZ. 
  
Dessa maneira, obtemos quatro pontos da interface água-ar (para 
cada caso citado) que nos fornecem uma boa tendência de perfil da 
mesma, a ponto de ser possível elaborar uma comparação do caso em 
questão com um simulado em computador (adotando as mesmas distân-
cias do impelidor ao fundo do reator e velocidade de agitação), utilizan-
do a tecnologia de dinâmica de fluidos computacional.  




Tabela 6-1 – Resultados obtidos em laboratório da altura do vórtice no ponto 
(de 1 a 4), dada uma velocidade de rotação e distância do impelidor ao fundo do 
reator. 
 Posição do vórtice [mm] 
 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 
 580 RPM 750 RPM 920 RPM 
33 mm 
nd 101 112 118 nd 104 117 126 nd 100 122 132 
nd 101 112 117 nd 103 117 126 nd 98 122 133 
nd 102 112 117 nd 103 116 126 nd 97 121 133 
Média nd 101 112 117 nd 103 116 126 nd 98 121 132 
50 mm 
nd 103 113 120 nd 105 117 127 nd 100 121 131 
nd 103 114 119 nd 105 119 127 nd 101 120 130 
nd 103 114 119 nd 106 119 127 nd 99 121 131 
Média nd 103 114 119 nd 105 118 127 nd 100 121 131 
66 mm 
nd 101 113 120 nd 101 114 123 nd 103 117 125 
nd 102 114 120 nd 100 114 123 nd 103 116 125 
nd 102 112 118 nd 100 113 121 nd 102 116 125 
Média nd 102 113 119 nd 100 114 122 nd 103 116 125 
 
Foram realizados três experimentos em momentos diferentes para 
cada par velocidade de rotação/distância do impelidor ao fundo do tan-
que, com o objetivo de comparar os dados obtidos na simulação com 
uma média obtida em laboratório. A coordenada da interface água-ar 
mais próxima do impelidor (ponto 1) é de difícil mensuração, uma vez 
  
que a hélice pode colidir com o medidor, então, foi apresentada uma 
estimativa do valor. 
Alguns erros experimentais foram observados na obtenção dos 
dados, tais como: oscilação do agitador (o mesmo apresentou um pe-
queno movimento translacional periódico); pequenos desvios na altura 
do agitador e na velocidade de rotação; não simetria do vórtice (em 
alguns casos o vórtice não era radialmente simétrico) e dificuldade em 
medir os pontos 1 (pela possibilidade de colisão com a hélice) e 2 (pelo 
aumento acentuado do perfil do vórtice). 
6.2.1 Análise da influência da velocidade de rotação do impelidor 
sobre a superfície livre 
O agitador foi posicionado a 50 mm do fundo do tanque, enquan-
to que a velocidade de rotação foi variada (580, 750 e 920 RPM). 
A Figura 6-8 mostra o efeito do aumento da rotação do agitador 
(da esquerda para a direita) no campo de fração volumétrica de água. 
Claramente se nota que o vórtice central aumenta sua profundidade 
aproximando seu fundo do agitador e elevando a porção de água próxi-
ma a parede. Há também um substancial aumento no arraste de ar (ca-
racterizado pela cor amarela) conforme a rotação aumenta. Esse arraste 
de ar é observado nos experimentos. A rigor, este arraste de ar para o 
interior do líquido sugere que o uso do modelo não-homogêneo, onde o 
movimento de cada fase seja caracterizado pelo seu próprio campo de 
velocidades. Isto permitiria que as bolhas arrastadas saíssem do líquido 
pela diferença de densidades (empuxo). Utilizando um modelo homogê-
neo, é de se esperar que o perfil da superfície livre seja sobrepredito. 
  
 
Figura 6-8 – Contornos de fração volumétrica (vermelho: água; azul: ar): com-
paração entre os resultados para a forma da superfície livre em função da rota-
ção: 580, 750 e 920 RPM. 
A Tabela 6-2 e a Figura 6-9 apresentam uma comparação quanti-
tativa entre os resultados do modelo de CFD e do medido experimen-
talmente. Nota-se que os resultados do modelo CFD concordam de for-
ma satisfatória em todos os pontos amostrados confirmando a verifica-
ção (qualitativa e quantitativa) do modelo para o efeito da rotação sobre 
a forma da superfície livre. Conforme a velocidade aumenta, maiores 
são os desvios entre o resultado numérico e experimental. É de se espe-
rar que isso aconteça já que nesta rotação a agitação da superfície livre é 
grande e por isso, a determinação de uma posição média da interface 
fica prejudicada. Além disso, a hipótese do modelo homogêneo contri-
bui para essa discrepância nos resultados já que há arraste de ar para o 
interior do líquido o que aumenta o volume do líquido e consequente-




Tabela 6-2 – Comparação entre o modelo CFD e os dados medidos experimen-
talmente para o caso do clearance de 50 mm 
 Posição do vórtice [mm] 
 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 
 580 RPM 750 RPM 920 RPM 
CFD 102 108 113 118 93 104 116 125 96 111 126 139 
Exp nd 103 113 119 nd 105 118 127 nd 100 120 130 
Erro nd 5 0 0 nd 0 1 1 nd 1,1 0,4 0,6 
Erro % nd 5,1 0,2 0,8 nd 0,4 1,9 1,1 nd 11 4,4 6,6 
 
Figura 6-9 – Comparação entre o modelo CFD e os dados experimentais para o 
caso de clearance a 50 mm. 
  
6.2.2 Análise da influência da altura do impelidor sobre superfí-
cie livre 
Nesta seção se analisa o efeito da posição do agitador em relação 
ao fundo sobre a forma da superfície livre. A rotação do agitador é fixa-
da em 750 RPM. 
O efeito da posição do agitador sobre a posição da superfície livre 
é apresentados na Figura 6-10. É possível observar que conforme o agi-
tador se posiciona mais acima a interface se deforma mais como no caso 
do aumento da rotação. Outra característica notável é o arraste quase 
idêntico para as três posições, o que não se observa na prática. No tan-
que real, conforme o agitador sobe, maior o arraste de ar. Provavelmen-
te, isso se deve a notória natureza dissipativa dos modelos de turbulên-
cia a duas equações e de se empregar uma abordagem permanente. Esse 
fenômeno carece de maior investigação, principalmente no que tange a 
quantificação do arraste de ar. 
 
 
Figura 6-10 – Contornos de fração volumétrica de água: comparação entre três 
alturas de agitador: c = 33 mm; c = 50 mm; c = 66 mm. 
  
Na Tabela 6-3 e na Figura 6-11, vê-se um comparativo quantita-
tivo entre os resultados de CFD e os dados medidos para a posição da 
superfície livre em função da posição do agitador. Como no caso da 
variação da rotação, os resultados mostram boa concordância permitindo 
concluir que o modelo homogêneo é adequado para capturar o fenôme-
no, apesar da não captura do arraste de ar. Em comparação com o caso a 
920 RPM e 50 mm, se nota um menor arraste de ar. Um reflexo deste 




Tabela 6-3 – Comparação entre os dados experimentais e os resultados de CFD 
para a posição da superfície livre para o caso de rotação a 750 RPM. 
  
Posição do vórtice 
[mm] 
  1 2 3 4 
  750 RPM 
33 mm 
CFD 96 104 113 121 
Exp. nd 103 116 126 
Erro nd 1 3 5 
Erro % nd 0,8 3,0 4,0 
50 mm 
CFD 93 104 116 125 
Exp. nd 105 118 127 
Erro nd 1 2 2 
Erro % nd 0,4 1,9 1,1 
66 mm 
CFD 10 119 129 138 
Exp. nd 100 113 122 
Erro nd 19 16 16 




Figura 6-11 – Comparação entre os dados experimentais e os resultados de CFD 
para a posição da superfície livre para o caso de rotação a 750 RPM. 
6.2.3 Conclusões 
Utilizando a dinâmica de fluidos computacional foram obtidos re-
sultados razoavelmente concordantes aos experimentais em relação à 
posição da superfície livre, ou seja, o modelo ajustou-se bem em relação 
ao escoamento em tanques agitados de escala laboratorial, mesmo com 
todas as simplificações adotadas. 
Uma análise qualitativa mostrou que o aumento de velocidade de 
rotação, fixado uma altura do agitador, implica em aumento do vórtice, 
conforme verificado na prática. Também é verificado o aumento do 
vórtice, fixada a velocidade do impelidor, aumentando-se a distância 
entre o agitador e o fundo do tanque.  
Com uma altura do impelidor de 66 mm, os resultados da análise 
CFD divergiram dos obtidos experimentalmente, sugerindo que nessa 
posição o modelo não captura todos os aspectos importantes do escoa-
mento e, portanto, o Modelo Homogêneo não é adequado para esta situ-
ação específica. 
  
6.3 ANÁLISE DOS CAMPOS TURBULENTOS E DE 
VELOCIDADE MÉDIA NA FASE LÍQUIDA 
6.3.1 Análise da influência da velocidade de rotação do impelidor 
sobre os campos turbulentos e velocidade 
Nesta seção serão analisados os campos turbulentos, k e ε, e o 
campo médio de velocidade, u. O agitador é posicionado no centro do 
tanque, sendo que a hélice ficou a uma distância de 50 mm do fundo. As 
velocidades de agitação estudadas foram de 580, 750 e 920 RPM.  
Vale lembrar que os processos de quebra e coalescência são in-
fluenciados diretamente por ε. Daí a importância no conhecimento de 
sua distribuição ao longo do tanque. 
A magnitude da velocidade é mostrada na Figura 6-12. É intuiti-
vo o aumento da velocidade com o aumento da rotação. É identificável 
também uma região no centro do reator de baixas velocidades, potenci-
almente uma região de zona morta. 
 
Figura 6-12 – Módulo da velocidade da água para sistema ar-água com 
diferentes velocidades de rotação do agitador a 50 mm do fundo do tanque: (a) 
580 RPM; (b) 750 RPM; (c) 920 RPM. 
  
Uma análise quantitativa pode ser feita com os dados da Tabela 
6-4. Como observado qualitativamente, a velocidade aumenta em todo 
tanque com o aumento da rotação. É possível observar que os valores 
médios e máximos aumentam linearmente conforme a agitação aumenta, 
de acordo com o esperado.  
 
Tabela 6-4 – Resultados numéricos do módulo da velocidade da fase aquosa 
para sistema ar-água com diferentes velocidades de rotação do agitador a 50 
mm do fundo do tanque. 
Velocidade 
Agitador 
Região Módulo Velocidade [m/s] 
Máximo Mínimo Médio 
580 RPM Agitador 1,694 0,005 0,451 
Tanque 0,745 0,000 0,436 
Geral 1,694 0,000 0,437 
750 RPM Agitador 2,139 0,007 0,596 
Tanque 0,940 0,000 0,576 
Geral 2,139 0,000 0,578 
920 RPM Agitador 2,571 0,009 0,743 
Tanque 1,146 0,000 0,701 




A Figura 6-13 mostra o campo de dissipação de energia cinética 
turbulenta. Vê-se claramente que esta propriedade tem sua maior inten-
sidade nas proximidades do agitador. Conforme a velocidade de rotação 
aumenta, o volume de abrangência dos altos valores de ε (região verme-
lha) aumenta. Assim, observando estes campos, pode-se inferir que 
quanto maior a rotação, maior a intensidade do processo de quebra. Isso 
é corroborado por Pinto (2006) para este sistema. 
 
 
Figura 6-13 – Dissipação da energia cinética turbulenta da fase aquosa para 
sistema ar-água com diferentes velocidades de rotação do agitador do fundo do 
tanque: (a) 580 RPM; (b) 750 RPM; (c) 920 RPM. 
  
  
A análise quantitativa a partir da Tabela 6-5 confirma a tendência 
observada da Figura 6-13 em todas as estatísticas de valor máximo, 
mínimo, médio e na integral no volume. Com estes dados e a equação 
(3-18) pode-se estimar o quanto de quebra a mais ocorrerá em um caso 
em relação a outro. 
 
Tabela 6-5 – Resultados numéricos de dissipação da energia cinética turbulenta 
da fase aquosa para sistema ar-água com diferentes velocidades de rotação do 
agitador a 50 mm do fundo do tanque. 
Velocidade 
Agitador 
Região Diss. Energ. Cin. Turb. (ε) [m²/s³] 
Máximo Mínimo Médio Int (10
-5
) 
580 RPM Agitador 643,3 0,009 0,607 5,62 
Tanque 2,0 0,000 0,083 5,27 
Geral 643,3 0,000 0,151 1,09 
750 RPM Agitador 1372,2 0,020 1,236 11,0 
Tanque 4,3 0,000 0,166 10,6 
Geral 1372,2 0,000 0,296 21,6 
920 RPM Agitador 2586,8 0,034 2,354 19,1 
Tanque 8,2 0,000 0,290 19,7 




A última variável a ser analisada é a energia cinética turbulenta. 
Esta variável fornece a dimensão da flutuação do campo de velocidades 
em cada ponto do domínio. 
Conforme as outras variáveis, ela aumenta com o aumento da ro-
tação do agitador. Diferente da sua dissipação, a energia cinética turbu-
lenta se espalha bastante pelo volume do tanque, mostrando nitidamente 
a natureza dissipativa, ou difusiva, de sua equação de transporte. 
 
 
Figura 6-14 – Energia cinética turbulenta da fase aquosa para sistema ar-água 
com diferentes velocidades de rotação do agitador a 50 mm do fundo do tanque: 
(a) 580 RPM; (b) 750 RPM; (c) 920 RPM. 
  
  
A tendência evidenciada na Figura 6-14 é quantitativamente mos-
trada através da Tabela 6-6. Os valores aumentam conforme aumenta a 
velocidade do agitador. Também a energia cinética turbulenta é maior 
na região perto do agitador, que é o ponto de injeção de energia mecâni-
ca, em relação à região longe do agitador. 
 
Tabela 6-6 – Resultados numéricos de energia cinética turbulenta da fase 
aquosa para sistema ar-água com diferentes velocidades de rotação do agitador 
a 50 mm do fundo do tanque. 
Velocidade 
Impelidor 
Região Energia cinética turbulenta (k) [m²/s²] 
Máximo Mínimo Médio Int(10
-5
) 
580 RPM Agitador 0,327 0,000 0,018 0,170 
Tanque 0,058 0,000 0,009 0,560 
Geral 0,392 0,000 0,010 0,730 
750 RPM Agitador 0,553 0,001 0,031 0,280 
Tanque 0,098 0,000 0,014 0,910 
Geral 0,553 0,000 0,016 1,190 
920 RPM Agitador 0,831 0,000 0,049 0,400 
Tanque 0,140 0,000 0,019 1,330 




6.3.2 Análise da influência da altura do agitador sobre os campos 
turbulentos e velocidade 
Nesta seção serão avaliados os campos turbulentos e de velocida-
de ao se modificar a posição do agitador em relação ao fundo. O agita-
dor foi posicionado no centro do reator. A velocidade de rotação foi 
mantida constante e igual a 750 RPM. As diferentes alturas do agitador 
em relação ao fundo do tanque estudadas foram de 33, 50 e 66 mm.  
 
 
Figura 6-15 – Módulo da velocidade da água para sistema ar-água com 
diferentes alturas do agitador a 750 RPM: (a) 33 mm; (b) 50 mm; (c) 66 mm. 
A Figura 6-15 mostra o campo de velocidade média para as três 
posições do agitador. A mesma zona de baixa velocidade comum em 
tanques agitados mecanicamente está claramente evidenciada. Uma 
característica interessante é a região de abrangência de altas velocidades. 
Conforme se observa, a zona de velocidades ao redor de 0,6 m/s está 
localizada entre o plano do agitador e a superfície livre. 
  
  
Com a ajuda da Tabela 6-7, é possível analisar as estatísticas do 
campo médio de velocidades. Interessante notar que conforme o agita-
dor tem sua posição vertical aumentada a velocidade máxima geral (que 
é a ponta do agitador) diminui. Isso se explica pela menor pressão hi-
drostática sobre o agitador. 
 
Tabela 6-7 – Resultados numéricos do módulo da velocidade da fase aquosa 
para sistema ar-água com diferentes alturas do agitador a 750 RPM. 
Altura 
Agitador 
Região Módulo Velocidade [m/s] 
Máximo Mínimo Médio 
33 mm Agitador 2,416 0,006 0,573 
Tanque 0,957 0,000 0,569 
Geral 2,416 0,000 0,570 
50 mm Agitador 2,139 0,007 0,596 
Tanque 0,940 0,000 0,576 
Geral 2,139 0,000 0,578 
66 mm Agitador 2,066 0,005 0,628 
Tanque 0,870 0,000 0,572 
Geral 2,066 0,000 0,578 
  
 
Figura 6-16 – Dissipação da energia cinética turbulenta da fase aquosa para 
sistema ar-água com diferentes alturas do agitador a 750 RPM: (a) 33 mm; (b) 
50 mm; (c) 66 mm. 
Os campos de dissipação de energia cinética turbulenta para as 
três posições do agitador são mostradas na Figura 6-16. A princípio, a 
zona de alta dissipação turbulenta está confinada na região ao redor do 
agitador. Conforme o agitador sobe, a zona de alta dissipação turbulenta 
se aproxima da superfície livre. Por outro lado, maior o volume abaixo 
do agitador sem dissipação turbulenta. 
  
  
Conforme se observa na Tabela 6-8, o valor médio da dissipação 
turbulenta na região do agitador é praticamente o mesmo nos três casos 
assim como na região longe do agitador. Esse resultado é o esperado já 
que o valor desta variável é diretamente proporcional à agitação. 
 
Tabela 6-8 – Resultados numéricos de dissipação de energia cinética turbulenta 




Região Diss. Energ. Cin. Turb (ε) [m²/s³] 
Máximo Mínimo Médio Integral(10
-5
) 
33 mm Agitador 1296,4 0,009 1,180 10,8 
Tanque 5,6 0,000 0,161 10,8 
Geral 1296,4 0,000 0,284 21,6 
50 mm Agitador 1372,2 0,020 1,236 11,0 
Tanque 4,3 0,000 0,166 10,7 
Geral 1372,2 0,000 0,296 21,7 
66 mm Agitador 1267,4 0,005 1,398 11,0 
Tanque 5,8 0,000 0,164 10,4 




Figura 6-17 – Energia cinética tubulenta da fase aquosa para sistema ar-água 
com diferentes alturas do agitador a 750 RPM: (a) 33 mm; (b) 50 mm; (c) 66 
mm. 
O comportamento do campo de energia cinética turbulenta em 
função da posição do agitador (Figura 6-17) é semelhante ao da sua 
dissipação. Conforme o agitador sobe, a zona de alta turbulência tam-
bém sobe, deixando uma zona de baixa turbulência abaixo do agitador 
cada vez maior. 
  
  
As estatísticas mostradas na Tabela 6-9 são semelhantes para ca-
da posição do agitador, não dando margem a especular qualquer dife-
rença neste quesito. 
 
Tabela 6-9 – Resultados numéricos de energia cinética turbulenta da fase 
aquosa para sistema ar-água com diferentes alturas do agitador a 750 RPM. 
Altura 
Agitador 
Região Energia Cinética Turbulenta (k) [m²/s²] 
Máximo Mínimo Médio Int(10
-5
) 
33 mm Agitador 0,559 0,000 0,028 0,266 
Tanque 0,102 0,000 0,014 0,943 
Geral 0,559 0,000 0,015 1,209 
50 mm Agitador 0,553 0,001 0,031 0,279 
Tanque 0,098 0,000 0,014 0,911 
Geral 0,553 0,000 0,016 1,190 
66 mm Agitador 0,605 0,000 0,034 0,275 
Tanque 0,103 0,000 0,013 0,869 




6.3.3 Análise da abrangência do campo turbulento 
Como já foi comentado, a variável de fundamental importância 
para a DTP é a dissipação da energia cinética turbulenta, ε. A sua distri-
buição é mostrada na Figura 6-13 e Figura 6-16. Essa variável represen-
ta a taxa específica de energia do escoamento turbulento que é dissipada 
nas menores escalas ou turbilhões. Essa variável aparece na maior parte 
dos modelos de quebra como sendo a quantificação do efeito da turbu-
lência neste processo. 
Vê-se claramente que a região de turbulência atenuada abaixo do 
agitador aumenta conforme a posição do agitador em relação ao fundo 
(ver Figura 6-16). Por outro lado, como a agitação é constante em todos 
os casos, a região onde essa turbulência se dissipa diminui fazendo com 
que a mesma quantidade de energia seja distribuída em um volume me-
nor. Essa região invariavelmente está entre o agitador e a superfície 
livre. Em um caso onde a fase dispersa tenha uma densidade menor que 
a fase contínua, a fase dispersa tende a se concentrar preferencialmente 
nesta mesma região onde a dissipação da energia cinética turbulenta é 
mais alta. Portanto, é possível supor que a elevação do agitador leva a 
maiores taxas de quebra, e, consequentemente, a menores tamanhos da 
fase dispersa, sem modificar a característica da DTP bimodal. 
Pode-se quantificar esta assertiva calculando o volume dentro do 
reator onde ε apresenta valores maiores que um determinado valor. A 





]. Este valor foi arbitrariamente escolhido em função do 
valor máximo encontrado no domínio. 
Tabela 6-10 – Volumes dos Isovolumes de ε=0,02 [m2/s3]. 
Caso Volume do Isovolume [mL] 
C=20 [mm] 697 
C=33 [mm] 453 
C=50 [mm] 219 
C=66 [mm] 49 
 
  
Nota-se que conforme o agitador sobe, o volume onde a turbulên-
cia é dissipada diminui fazendo com que mais energia seja possivelmen-
te transferida ao processo de quebra das gotas da fase dispersa. 
6.3.4 Conclusões 
O padrão de escoamento obtido utilizando-se dinâmica de fluidos 
computacional apresentou resultados qualitativamente de acordo com o 
observado experimentalmente. Foi possível localizar a interface ar-
líquido no interior do tanque e, dessa forma, simplificar os casos estuda-
dos gerando novos sistemas que levavam em conta apenas a fase líqui-
da. 
Para os casos onde a agitação é maior (920 RPM), é verificado o 
arraste de ar para o interior do líquido. O Modelo Homogêneo não é 
adequado para esta situação particular já que este modelo não permite a 
segregação das fases (neste caso, pelo empuxo), pois as duas fases com-
partilham o mesmo campo de velocidades. Nestes casos, é recomendá-
vel utilizar o Modelo Não-Homogêneo. 
Foi possível observar que a variação da posição do agitador pode 
gerar uma zona de menor mistura abaixo do agitador e outra de maior 
mistura entre o agitador e a superfície livre. 
6.4 ANÁLISE DA INFLUÊNCIA DA ALTURA DO 
AGITADOR SOBRE A DTP 
Neste item, será incluído no modelo de escoamento o algoritmo 
ASM de forma a visualizar o comportamento de distintos tamanhos de 
gota no interior da suspensão. Como foi observada por Pinto (2006), a 
influência da altura do agitador sobre a DTP foi inesperada. Ao aumen-
tar a altura do agitador, o diâmetro médio de gotas diminui. O objetivo 
desta seção é investigar, do ponto de vista do escoamento, os motivos 
para esse fenômeno ocorrer. 
Primeiramente, são apresentados os resultados experimentais de 
Pinto (2006). Conforme descrito no Capítulo de Delineamento Experi-
mental, Pinto (2006) conduziu uma série de reações de polimerização 
em suspensão e avaliou a influência de uma série de parâmetros opera-
cionais e geométricos sobre a DTP final. A polimerização em suspensão 
possui uma primeira etapa que é formar a suspensão de gotas de monô-
mero (no caso, estireno) em água. As altas conversões de monômero 
  
impedem que a DTP se altere (os processos de quebra e coalescência 
entram em equilíbrio). Portanto, a DTP medida das partículas sólidas de 
poliestireno é a DTP final das gotas. 
Para esta análise, Pinto (2006) utilizou as seguintes condições: 
 Rotação: 750 RPM 
 Holdup: 30% 
As três DTP obtidas por Pinto (2006) são reproduzidas a seguir: 
 
Figura 6-18 – Distribuição de tamanho de partícula: casos operando a 750 RPM, 
variando o clearance: 33 mm (azul), 50 mm (verde), 66 mm (vermelho). 
Na Figura 6-18, as ordenadas representam a retenção mássica em 
peneira, ou a fração mássica percentual. A abscissa representa o tama-
nho médio das partículas de determinada classe de tamanho. De uma 
maneira geral, as DTP não são monomodais. Nota-se que a DTP para o 
caso de c = 33 mm apresenta uma moda entre os diâmetros de 2,02 e 
1,54 mm. Outra moda pode ser identificada entre os diâmetros 1,09 e 
0,925 mm. É possível notar também neste histograma duas modas no 
diâmetro 1,54 mm e em 0,925 mm, para o caso com c = 50 mm. Neste 
caso, a maior classe de tamanho apresenta uma retenção de aproxima-
damente 0,1%, que é muito pequena quando comparada à retenção 
(7,65%) classe seguinte de 2,02 mm. Isso mostra que o tamanho mínimo 
  
do caso com c = 50 mm é menor que o do caso com c = 33 mm. O des-
locamento da DTP para os menores diâmetros é mais nítido para o caso 
de c = 66 mm. Já não há quaisquer partículas na maior classe. Entretan-
to, as modas são semelhantes ao caso anterior com a de 1,54 e 0,925 
mm. A concentração das classes menores que a segunda moda é apreci-
ável chegando a se destacar uma moda em 0,545 mm com aproximada-
mente 11% de retenção.  
A Tabela 6-11 apresenta o diâmetro médio de Sauter de cada dis-
tribuição. 
Tabela 6-11 – Estatísticas das DTP em função da altura do agitador. 




Como se pode observar a tendência do Diâmetro de Sauter é in-
versamente proporcional à altura do agitador. Pinto (2006) não encon-
trou explicação plausível para este comportamento já que o comporta-
mento esperado seria ao contrário: quanto mais próximo do fundo, mai-
or seria a região de alto cisalhamento. 
Sendo as DTP multimodais, o diâmetro médio de Sauter pode não 
ser representativo da população de partículas. Isso porque este valor 
pode recair em uma classe de tamanho de baixa concentração. Assim, 
para efeito da dinâmica do escoamento, seria mais representativo utili-
zar, pelo menos, as modas como diâmetros médios. Modelos como o 
ASM (ver Capítulo de Modelos) e Balanço Populacional são mais ade-
quados para tratar essa situação. 
Tendo em vista a proposta deste estudo ser aplicar o modelo mais 
simples para explicar esta observação experimental, optou-se por utilizar 
o modelo ASM. 
  
6.4.1.1 Análise do comportamento da DTP sob o ponto de 
vista do escoamento 
Como foi concluído na seção onde foi analisada a turbulência, 
conforme o agitador se encontra mais longe do fundo ou mais perto da 
superfície livre, o campo de turbulência (a energia cinética e sua dissi-
pação) fica mais confinado cada vez mais em uma região menor que 
consiste entre o plano do agitador e a superfície livre. 
É notório que um dos fenômenos motrizes do processo de quebra 
é a interação entre a partícula e as estruturas turbulentas em um escoa-
mento (ARAUJO, 2006). A intensidade com que essas estruturas turbu-
lentas se movimentam e trocam energia com o meio a sua volta é medi-
do pela Energia Cinética Turbulenta, k, e por sua Dissipação, ε. Em 
geral, as taxas de quebra estão relacionadas de alguma forma com a 
Dissipação, ε. Assim, ao observar os resultados de campo turbulento, 
suspeitou-se que ao diminuir o volume de atuação de alta turbulência, o 
processo de quebra se intensificaria pois a energia turbulenta específica 
seria maior. A análise de Hinze (1955) fornece: 
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dmax é o diâmetro máximo permissível em uma dispersão; 
σ é o coeficiente de tensão superficial entre as fases; 
Wecrit é o número de Weber crítico a partir do qual o processo de 
quebra ocorre. 
Para que essa explicação fizesse sentido, a fase dispersa deveria 
estar majoritariamente concentrada nesta mesma região de alta turbulên-
cia. 
Essa é a suposição que se quer confirmar ao usar o modelo ASM: 
verificar se a dispersão das diferentes modas das DTP obtidas experi-
mentalmente estão concentradas nas regiões de alta turbulência. 
  
6.4.1.2 Análise da dispersão de gotas de estireno em água 
Neste ponto há uma escolha a ser feita: modelar a fase polidisper-
sa utilizando todas as classes de tamanho apuradas no experimento ou 
utilizar somente as modas? Para alcançar o objetivo de forma mais ágil, 
optou-se por usar somente as modas como diâmetros médios. 
No processo para obter a nova DTP centrada nas modas foi ne-
cessário aglutinar várias classes ao redor de cada moda. Nota-se que 
para o caso de 66 mm, optou-se por usar uma terceira moda para repre-
sentar os menores diâmetros. A Tabela 6-12 resume o resultado final 
desse processo de redução das DTP fornecendo o tamanho da moda e 
sua respectiva fração mássica. 
Tabela 6-12 – Redistribuição das DTP ao redor das modas. 
Caso Moda 1 
[mm] 
FM Moda 2 
[mm] 
FM Moda 3 
[mm] 
FM 
33 mm 1,75 0,65 0,90 0,35 nd nd 
50 mm 1,60 0,46 0,90 0,54 nd nd 
66 mm 1,50 0,24 0,96 0,50 0,55 0,26 
As propriedades da água e do estireno foram extraídas do estudo 
de Yang et al. (2000), assim como a regra de mistura para a viscosidade 
da suspensão. Os detalhes podem ser observados na Tabela 6-13. 
Tabela 6-13 – Propriedades físicas dos fluidos. 
Substância Densidade [kg m-3] Viscosidade [Pa s] 
Água 996,95 9,03 x 10
-4
 
Estireno 901,13 6,71 x 10
-4
 
Mistura 953,48 1,52 x 10
-3
 
A aplicação do modelo ASM passa por uma análise do número de 
Stokes. O numero de Stokes é a razão entre o tempo de relaxação da 
partícula e um tempo característico do sistema. 
  






O tempo de relaxação da partícula é o tempo que a partícula leva 
para alcançar 95% de sua velocidade terminal. Este valor pode se obtido 
através de: 
 
   
    
 




O tempo característico do sistema pode ser definido neste caso 
como período de rotação do agitador. 
 
   
 




Assim, os Números de Stokes para cada moda de cada caso fica: 
Tabela 6-14 – Número de Stokes para cada moda de cada posição do agitador. 
Caso Moda 1 Moda 2 Moda 3 
33 mm 2,1 0,6 nd 
50 mm 1,8 0,6 nd 
66 mm 1,6 0,6 0,2 
O modelo ASM é adequado para partículas com Stokes da ordem 
de 1 para baixo. Ou seja, o Stokes da Moda 1 de todos os casos está no 
limiar da validade do modelo. Para uma análise qualitativa, é suficiente 
a precisão obtida já que a escala de tempo do sistema é a menor encon-
trada no domínio (na ponta da pá do agitador). Ainda assim, uma análise 
  
mais aprofundada com o Modelo Não-Homogêneo, onde o movimento 
de cada tamanho da fase é representado por uma equação de transporte 
completa e não somente por um balanço de equilíbrio, é necessária para 
comprovar esta afirmação. 
Outros dois números adimensionais a serem analisados são o 
Reynolds da partícula e o Eotvos. O Reynolds avalia o escoamento da 
fase contínua ao redor da partícula e indica se o regime viscoso ou o 
regime inercial dominam o processo. O Eotvos é a razão entre forças 
gravitacionais e as de tensão superficial. Com estes dois números é pos-
sível inferir qual a forma da partícula no escoamento (CLIFT et al., 
1978). 
A definição do Reynolds é: 
 
    




Enquanto que o número de Eotvos é dado por: 
 
   





onde σ é o coeficiente de tensão superficial entre meio contínuo e 
partícula. De acordo com Carvalho (2011), o valor para temperatura 
ambiente é de 32 mN/m. 
Com isso, a análise da forma das partículas que constituem as 
modas das DTP fica conforme a Tabela 6-15. Conforme se observa, 
todas as classes de tamanho indicam forma esférica das partículas. Esse 
fato tem duas consequências:  
 apesar do Rep não estar no regime plenamente viscoso (regi-
me de Stokes, Rep < 0,2), é possível utilizar a premissa de es-
coamento viscoso, pois as partículas não se deformam; 
 a forma esférica em todas as classes implica que a circulação 
interna da partícula é desprezível, podendo ser comparada, 
neste sentido, a uma partícula rígida. 
  
Dessas duas afirmações vem a base para a escolha da lei de arras-
te de Schiller-Naumann (1933) que é desenvolvida para partículas sóli-
das. 
Tabela 6-15 – Análise da forma das partículas. 
Caso Rep Eo Forma 
33 mm/Moda 1 29,7 0,082 Esférica 
33 mm/Moda 2 15,9 0,023 Esférica 
50 mm/Moda 1 27,1 0,068 Esférica 
50 mm/Moda 2 15,6 0,022 Esférica 
66 mm/Moda 1 25,8 0,062 Esférica 
66 mm/Moda 2 16,3 0,025 Esférica 
66 mm/Moda 3 09,3 0,008 Esférica 
 




Figura 6-19 – Campo de fração mássica da Moda 1: c = 33 mm; c = 50 mm; c = 
66 mm. 
A Figura 6-20 mostra o campo de fração mássica da classe moda 
2. 
 
Figura 6-20 – Campo de fração mássica da moda 2: c = 50 mm; c = 66 mm. 
  
 
Figura 6-21 – Campo de fração mássica de moda 3: c = 66 mm. 
O que se observa é que as partículas maiores tendem a concen-
trar-se na região entre o agitador e a superfície livre. Esse fenômeno vai 
de encontro com o que se espera, pois partículas maiores possuem maio-
res velocidades terminais já que a velocidade terminal é proporcional ao 
quadrado do diâmetro da partícula. 
Conforme foi visto na análise do campo de turbulência, é nesta 
região também que se concentra grande parte da dissipação da energia 
cinética turbulenta. O processo de quebra das partículas grandes nesta 
região é alimentado por esta alta concentração de dissipação. 
Analisando as partículas da moda menor, é possível perceber que 
parte delas são arrastadas para a região abaixo do agitador, onde a dissi-
pação turbulenta não é considerável, permitindo que estas partículas 
fiquem com tamanho estável. 
Ao ocorrer coalescência na região de baixo do agitador, partículas 
maiores são formadas e, por suas altas velocidades terminais, podem 
alcançar a região perto da superfície livre, sendo rompidas novamente. 
Os resultados dos campos de escoamento que inferem este pro-
cesso de maior quebra com menor volume de ação da turbulência suge-
rem que a mistura neste tanque não é totalmente alcançada. Uma indica-
ção disto é o tempo de preparação da suspensão, ao redor de 2 horas 
mesmo com a vigorosa agitação. 
  
Portanto, a suspeita de que um menor volume de atuação da tur-
bulência para uma mesma quantidade de energia fornecida (mesma rota-
ção do agitador) pode levar a menores tamanhos de gotas, tende a pro-
ceder, desde que este volume menor atue na região de maior concentra-
ção da fase dispersa. 
Outro aspecto que pode favorecer a quebra de gotas neste sistema 
é o contato entre as gotas e a superfície livre. A estas rotações, a super-
fície livre está sempre em agitação, sendo rompida a todo instante. Esta 
energia de rompimento pode influenciar na quebra das gotas que estão 
próximas da superfície. Com o rompimento da superfície livre, também 
pode ocorrer o arraste de ar para dentro da suspensão. A interação das 
bolhas de ar com as gotas também pode influenciar na alteração dos 
tamanhos. Entretanto, estes aspectos não foram estudados neste texto, 
mas são possíveis temas para futuras investigações. 
6.5 ANÁLISE FLUIDODINÂMICA DE UMA SUSPENSÃO 
DE ESTIRENO EM ÁGUA – TURBINA RUSHTON 
A presente seção tem como objetivo analisar as principais carac-
terísticas do escoamento (tais como a dispersão de duas fases líquidas 
imiscíveis e o comportamento da superfície livre) em um tanque agitado 
utilizado em um trabalho publicado (YANG et al., 2000). Neste traba-
lho, os autores objetivaram avaliar experimentalmente o comportamento 
de suspensões de estireno em água usando como agente de suspensão o 
álcool polivinílico (PVA). Todas as análises têm como objetivo avaliar a 
distribuição de tamanhos de partículas (DTP) final da suspensão. Assim, 
a DTP foi analisada em função de diversos parâmetros: 
1. PVA com diferentes pesos moleculares; 
2. concentração do agente de suspensão. 
Indiretamente, os autores mostram alguns outros dados de inte-
resse para a avaliação da influência da fluidodinâmica sobre a DTP: 
1. diferentes rotações do agitador; 
2. tempo para estabilização da suspensão; 
3. diferentes concentrações de estireno. 
Destes itens, o mais relevante é a análise do efeito da agitação 
sobre a DTP. 
  
6.5.1 Aparato Experimental 
O aparato experimental constitui-se em um tanque cilíndrico de 
fundo chato agitado através de um impelidor do tipo turbina de Rushton. 
Com as informações fornecidas, não foi possível avaliar qual seria o 
volume total da suspensão. As dimensões fornecidas são suficientes para 
reconstruir o sistema experimental em uma maquete eletrônica: 
 diâmetro interno do tanque, T = 144 mm; 
 número de defletores verticais, 4; 
 largura dos defletores, 14,4 mm (T/10); 
 número de pás do agitador, 6; 
 diâmetro do agitador, D = 72 mm; 
 largura do agitador, W = 14,4 mm. 
Para fins de amostragem para determinação da DTP, três pontos 
foram selecionados no interior do reator de modo a mostrar a boa mistu-
ra que ocorre no sistema. A Figura 6-22 mostra onde ficam estes pontos 
e também as outras relações de dimensões do sistema. Nota-se que o 
agitador fica a meia altura do nível de líquido. 
 








Nota-se que os pontos de amostragem são selecionados em três 
regiões de padrão de escoamento muito semelhantes, conforme será 
analisado mais adiante. Pela Figura 6-23, pode-se afirmar que os pontos: 
A.  fica localizado na região de sucção do agitador onde ocorre 
alto cisalhamento; 
B.  está situado na saída do agitador onde as maiores velocida-
des são observadas e um grande cisalhamento; 
C.  próximo à superfície da suspensão onde se pode esperar um 
cisalhamento menor devido ao movimento da superfície se-
melhante ao seio do líquido adjacente. 
A primeira crítica que se poderia fazer acerca das escolhas dos 
pontos de amostragem é o fato de não haver pontos abaixo da linha do 
agitador. Como será observado mais tarde, existe uma diferença de con-
centração da fase dispersa entre a região acima e abaixo do agitador.  
  
6.5.2 Pontos de amostragem 
Os pontos de amostragem utilizados pelos autores são apresenta-
dos na Figura 6-23. 
 
Figura 6-23 – Posicionamento dos pontos de amostragem. 
Os autores mostram os resultados de diâmetro médio de Sauter, 
d32, em todos os pontos em função do grau de agitação, conforme é 
mostrado na Figura 6-24. 
  
 
Figura 6-24 – Tamanho de partícula nos vários pontos de amostragem de uma 
suspensão com holdup de 5% (YANG et al., 2000). 
Pode-se notar que os valores de diâmetro médio são muito simila-
res e também apresentam a mesma correlação em função da velocidade 
do agitador. 
6.5.3 Propriedades físicas 
Outro ponto de extrema importância são as propriedades de 
transporte, neste caso, as correlatas ao movimento dos fluidos: densida-
de e viscosidade dinâmica. Os autores apresentam essas propriedades 
inclusive sugerindo as correlações para as propriedades de mistura em 
função da concentração do estireno. A Tabela 6-16 mostra as proprieda-
des dos fluidos puros e das suspensões. 
Tabela 6-16 – Propriedades físicas do estireno e da água a 25 °C. 
Substância Densidade [kg m
-3
] Viscosidade [Pa s] 
Água 996,95 9,03 x 10
-4
 
Estireno 901,13 6,71 x 10
-4
 
Para a densidade os autores utilizam a fórmula (HEUVEN e 
BEEK, 1971). 
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Enquanto que para a viscosidade dinâmica a expressão é 
(VERMEULEN et al., 1955) 
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  é a fração volumétrica de monômero ou holdup; 
µ é a viscosidade dinâmica; 
ρ é a densidade. 
Os índices d, c e M correspondem a fase dispersa (estireno), con-
tínua (água) e mistura, respectivamente. 
Um parâmetro de extrema importância para a avaliação dos fe-
nômenos de quebra e coalescência das gotas de estireno é o coeficiente 
de tensão superficial que indica o quanto de energia é necessário para 
que uma interface se rompa. Este parâmetro não foi fornecido pelos 
autores. 
Neste trabalho, este parâmetro teve seu valor arbitrado em 0,01 
N/m. 
6.5.4 Maquete virtual do reator e malha 
A maquete virtual ou geometria é montada a partir dos dados for-
necidos no artigo em questão em um programa do tipo CAD (Computer 
Aided Design). Esta geometria vai definir o volume onde as equações de 
conservação são resolvidas (Figura 6-25). O critério para definir os limi-
tes deste volume é de se ter, a priori, informações sobre as variáveis que 




Figura 6-25 – Maquete virtual do sistema utilizado (YANG et al., 2000). 
Após a confecção da geometria, o próximo passo é discretizar es-
te volume em volumes menores chamados volumes finitos (MALISKA, 
2004). Em cada um destes volumes finitos serão aplicadas as equações 
de conservação. A Figura 6-26 mostra uma imagem da malha. 
  
 
Figura 6-26 – Malha computacional do sistema utilizado (YANG et al., 2000). 
A malha contém 864.401 elementos sendo destes 808.743 tetraé-
dricos. Javed et al. (2006) realizou o estudo de malha e mostrou que 
para o mesmo sistema, os resultados dos campos turbulentos não muda-
ram mais a partir de aproximadamente 115k nós. Já Deglon e Meyer 
(2006) chegam a um valor de 800k nós para capturar de forma satisfato-
ria perfis de velocidade na descarga do agitador, inclusive observando a 
formação do par de vórtices típico de uma turbina Rushton. O restante é 
composto por elementos prismáticos que são relevantes próximos às 
paredes conforme Figura 6-27 (ANSYS CFX, 2010). 
  
 
Figura 6-27 – Ampliação na malha computacional volumétrica próxima à pare-
de do tanque: em vermelho, prismas; em azul, tetraedros. 
Alguns critérios devem ser considerados para avaliação da quali-
dade da malha. Em outras palavras, a malha não deve conter elementos 
cuja geometria seja muito irregular (MALISKA, 2004). A Tabela 6-17 
mostra as estatísticas e critérios que devem ser atendidos. Estes critérios 
estão definidos nos manuais dos códigos comerciais (ANSYS CFX. , 
2010). 
Tabela 6-17 – Critérios de qualidade da malha. 
Critério Valor Critério Status 
Razão de Aspecto Máxima 10,3 <100 OK 
Ângulo máximo de face 149,7° <170° OK 
Razão de volumes máxima 22,0 <30 OK 
6.5.5 Modelo matemático 
O modelo matemático empregado teve como base o modelo de 
dois fluidos de Ishii (1975). Neste modelo, cada fase possui um conjunto 
  
completo de equações de movimento. A interação entre as fases se dá 
pelos termos de troca interfacial. Como neste caso não há transferência 
de massa nem calor, as trocas são somente de quantidade de movimento. 
O principal mecanismo de transferência de quantidade de movimento é 
o arraste. Neste estudo, o modelo de arraste usado é o de Schiller-
Nauman. Uma das informações requeridas pelo modelo de arraste é a 
densidade de área interfacial. Quando se trata de uma fase polidispersa 
pode-se abordar o problema de duas formas: 
 considerar uma densidade de área média local; 
 considerar um conjunto de equações de movimento para cada 
classe de tamanho. 
A grande vantagem de se usar a segunda abordagem é poder ob-
servar o comportamento dinâmico de cada classe de tamanho, sendo 
possível, por exemplo, observar segregação de partículas de diferentes 
tamanhos. Entretanto, esta abordagem é muito dispendiosa, pois o nú-
mero de equações aumenta muito com o número de classes. A primeira 
abordagem é conhecida por modelo MUSIG ou Multiple Size Groups 
(ANSYS CFX, 2010). Este modelo tem por hipótese fundamental que 
todas as partículas atinjam sua velocidade terminal seja atingida rapida-
mente. Em outras palavras, o número de Stokes das partículas deve ser 
menor que a unidade. Nestas condições as partículas se comportam de 
forma homogênea e podem, portanto, compartilhar o mesmo campo de 
velocidades. 
Tabela 6-18 – Tempo de relaxação e número de Stokes para as classes de tama-
nho utilizadas. 




































Conforme se observa na Tabela 6-18, os números de Stokes das 
classes são todos muito abaixo da unidade, o que permite o uso do mo-
delo MUSIG homogêneo. 
  
O modelo MUSIG homogêneo é baseado no transporte da fração 
de tamanho, fi, de cada classe, i, da seguinte forma: 
 
  
(    𝑓 )    (      𝑓 )     (6-9) 
onde o índice d representa a fase dispersa e Si é a somatória dos 
termos-fonte dos processos de quebra e coalescência. Esse termo-fonte 
tem a contribuição de quatro termos: 
 surgimento de uma partícula de tamanho i devido a quebra de 
partículas maiores; 
 surgimento de uma partícula de tamanho i devido a coales-
cência de duas (ou mais) partículas menores; 
 desaparecimento de uma partícula de tamanho i devido a sua 
quebra; 
 desaparecimento de uma partícula de tamanho i devido a sua 
coalescência com outra partícula. 
A soma desses termos sobre todas as classes é nula de modo a 
conservar a massa da fase dispersa. Vai além do escopo do trabalho 
discutir mais a fundo este termo-fonte. Sugere-se a leitura de ANSYS 
CFX (2010) para maiores detalhes. 
Os processos de quebra e coalescência são regidos por núcleos 
funcionais que relacionam a taxa específica do processo em questão 
com variáveis locais do escoamento. Neste trabalho, os núcleos de que-
bra e coalescência são os padrões do ANSYS CFX (2010) devidos a 
Luo e Svendsen (1996) e Prince e Blanch (1990), respectivamente. Em 
ambos os modelos, os núcleos são função das propriedades físicas de 
ambas as fases e da dissipação da energia cinética turbulenta, ε. Portan-
to, a qualidade da predição da DTP está atrelada diretamente ao modelo 
de turbulência. 
Após calcular localmente a DTP pelo modelo MUSIG, o diâme-
tro médio de Sauter é calculado para ser usado para obter a densidade de 
área interfacial a ser aplicada posteriormente no termo de transferência 
de quantidade de movimento. 
O modelo de turbulência utilizado foi o k-ε padrão com funções 
de parede escalonáveis (ANSYS CFX, 2010). A grande vantagem das 
funções escalonáveis é que ela pode ser aplicada em malhas refinadas e 
  
permitir um refinamento consistente independente do número de Rey-
nolds (GROTJANS e MENTER, 1998). Diferentemente do escoamento 
em reatores sem chicanas, nos reatores com chicanas o movimento cir-
cular não é tão intenso. Isso permite o uso de modelos de turbulência a 
duas equações para predição de variáveis globais do sistema. Vários 
trabalhos na literatura corroboram o uso do modelo k-ε em tanques com 
chicanas. Montante et al. (2001) preveem tanto o padrão de escoamento 
quanto perfis locais de velocidade em diversas configurações geométri-
cas do reator. Spogis (2002) levanta com sucesso a curva de número de 
potência contra número de Reynolds de diversos agitadores em reatores 
com chicanas. Choi et al. (2004) modelam com sucesso a distribuição 
do tempo de residência. Khopkar et al. (2004) investigam os vórtices 
formados na esteira das pás do agitador. Os autores obtêm resultados 
razoáveis com o modelo k-ε. Deglon e Meyer (2006) mostram que com 
a malha adequada e esquemas de advecção de alta ordem permitem 
alcançar resultados com boa precisão. Javed et al. (2006) obtiveram boa 
concordância com dados experimentais de tempo de mistura avaliados 
em diversos pontos do reator. No caso de escoamentos de morfologia 
contínua-dispersa, o modelo de turbulência é aplicado à fase contínua 
somente. A interação com a fase dispersa pode ser obtida através de 
modelos algébricos. No ANSYS CFX (2010), o modelo algébrico rela-
ciona linearmente a viscosidade turbulenta da fase dispersa com a visco-
sidade turbulenta da fase contínua. 
As seções 6.5.6, 6.5.7, 6.5.8 avaliam a estrutura do escoamento 
de superfície livre através de resultados do Modelo Homogêneo para os 
campos de velocidade (vetores e contornos) e dissipação da energia 
cinética turbulenta. A seção 6.5.9 avalia o comportamento da posição da 
superfície livre em função da agitação. A seção 6.5.10 utiliza o resultado 
para o Modelo MUSIG para avaliar a homogeneidade da distribuição da 
fase dispersa no interior do tanque. 
6.5.6 Resultados para o campo de velocidades – estrutura de es-
coamento 
A estrutura de escoamento diz respeito à forma que tomam as li-
nhas de corrente dentro do sistema. Vórtices e recirculações são elemen-
tos que fazem parte desta estrutura. A visualização da estrutura de esco-
amento permite inferir características do escoamento como zonas mor-
tas. Os resultados para a estrutura de escoamento para o sistema são 
apresentados na Figura 6-28, através de um gráfico de vetores de velo-
  
cidade em um plano longitudinal que passa pelo eixo do tanque. Fica 
clara a estrutura do escoamento que este tipo de agitador proporciona. 
Jatos radiais são formados pela descarga do agitador (vetores em verme-
lho) em direção às paredes do tanque. Ao atingir a parede, esse jato se 
divide em dois jatos secundários, um ascendente e outro descendente. 
Estes jatos secundários, por sua vez, seguem pela parede até atingir a 
superfície livre e o fundo do tanque, respectivamente. Novamente mu-
dam de direção e iniciam, ao atingir a região central do tanque, o retorno 
ao agitador. Esse sistema gera dois grandes vórtices independentes. 
  
 
Figura 6-28 – Estrutura de escoamento da suspensão dentro do tanque – Campo 
de vetores velocidade: plano longitudinal. 
A Figura 6-29 mostra o mesmo campo em outra posição utilizan-
do um plano que passa no centro do agitador. Pode-se notar o efeito da 
rotação (sentido anti-horário) do agitador. As chicanas formam uma 
barreira a esse movimento, criando zonas de menor velocidade. 
  
 
Figura 6-29 – Estrutura de escoamento da suspensão dentro do tanque – Campo 
de vetores velocidade: plano paralelo ao agitador. 
A Figura 6-30 mostra um comparativo entre o campo de vetores e 
perfis de velocidade axial extraídos de linhas em duas posições no tan-
que: uma acima do agitador e outra abaixo. Nos centros dos vórtices, a 
velocidade apresenta valor nulo e está localizada a 0,055 m do centro do 
tanque. Os perfis de velocidade permitem observar que a área de escoa-




Figura 6-30 – Estrutura de escoamento da dispersão dentro do tanque a 650 
RPM – Vetores velocidade e perfis de velocidade axial com o raio. 
6.5.7  Resultados para o campo de velocidades – efeito do grau de 
agitação 
Os resultados para velocidade são apresentados na Figura 6-31. O 
padrão típico de um agitador radial é obtido com o fluxo na descarga do 
agitador formando um jato perpendicular a parede. Ao alcançar a parede 
o jato se divide em dois jatos secundários, um no sentido ascendente e 
outro, descendente. Ambos os jatos secundários formam grandes vórti-
ces, um acima e outro abaixo do plano do agitador. Percebe-se que exis-
tem regiões (em azul) de baixas velocidades, principalmente em função 
do jato secundário inferior onde, provavelmente, possam existir zonas 
mortas no tanque. 
  
 
Figura 6-31 – Campos de velocidade para os dois casos de maior velocidade: 
550 e 650 RPM. 
6.5.8  Resultados para a dissipação da energia cinética turbulenta 
A dissipação da energia cinética turbulenta é o parâmetro funda-
mental de relação entre o escoamento turbulento e as taxas de quebra e 
coalescência. 
Os resultados são mostrados na Figura 6-32. Nota-se que a forma 
ou padrão desta variável é relativamente o mesmo entre as diferentes 
agitações. O que as diferencia é o tamanho da região de alta dissipação. 
Conforme aumenta a rotação, aumenta o volume da região de alta dissi-
pação da turbulência. A região de alta dissipação da energia cinética 






Figura 6-32 – Resultados para a dissipação da energia cinética turbulenta. De 
cima para baixo: 250, 350, 450, 550 e 650 RPM. 
6.5.9  Resultados para o nível de líquido no tanque 
Em nenhum momento do artigo, os autores citam o que ocorre 
com a interface suspensão-ar dentro do tanque. Assim, a primeira inves-
tigação foi observar como se comporta a interface em função do grau de 
agitação do meio. 
As figuras Figura 6-33, Figura 6-34, Figura 6-35, Figura 6-36, 
Figura 6-37 mostram um comparativo entre todas as velocidades utiliza-
das no trabalho conforme apresentado na Figura 6-24. De uma forma 
geral, a interface se mantém relativamente plana devido à presença dos 
defletores verticais montados próximos as paredes. Essa observação 
permite uma simplificação na descrição da interface: pode-se então con-
siderar a superfície da dispersão como uma parede sem atrito. Essa sim-
plificação permite uma economia no número de elementos para descre-
ver o sistema, pois não se faz necessária a discretização da região em 
que ar ocupa. Entretanto, se observa uma elevação da superfície livre 
que se deve ao arraste de ar para a fase líquida. Para os casos com altas 
rotações, este arraste foi provavelmente sobrepredito conforme discutido 




Figura 6-33 – Agitador a 250 RPM: à esquerda, plano longitudinal com a fração 
volumétrica de ar; a direita, iso-superfície de fração volumétrica igual 0,5 
  
 
Figura 6-34 – Agitador a 350 RPM: à esquerda, plano longitudinal com a fração 
volumétrica de ar; a direita, iso-superfície de fração volumétrica igual 0,5. 
  
 
Figura 6-35 – Agitador a 450 RPM: à esquerda, plano longitudinal com a fração 
volumétrica de ar; a direita, iso-superfície de fração volumétrica igual 0,5. 
  
 
Figura 6-36 – Agitador a 550 RPM: à esquerda, plano longitudinal com a fração 
volumétrica de ar; à direita, iso-superfície de fração volumétrica igual 0,5. 
  
 
Figura 6-37 – Agitador a 650 RPM: à esquerda, plano longitudinal com a fração 
volumétrica de ar; a direita, iso-superfície de fração volumétrica igual 0,5. 
  
Nota-se que conforme o grau de agitação aumenta, a interface so-
be. Isso se deve ao fato do ar próximo a interface ser capturado pela 
dispersão. Nas Figura 6-33 a Figura 6-37, essa captura é notada através 
dos níveis de contorno de cor verde. No caso de 650 RPM (Figura 6-37) 
percebe-se que existem pontos próximos aos defletores onde a suspen-
são pode sair do domínio definido para tanque. 
Para os casos de 550 RPM e 650 RPM, a interface tende a ficar 
menos plana com certa deformação descendente da interface próxima a 
parede do tanque. 
De forma a melhor mostrar o efeito da agitação na posição da in-
terface gás-líquido, a Figura 6-38 foi plotada. É possível ver um com-
portamento não linear da altura da interface com a rotação. Parece exis-
tir uma rotação crítica em torno de 400 RPM onde o patamar da interfa-
ce apresenta um grande aumento. Esta rotação crítica pode ser associada 
com a limitação do Modelo Homogêneo quando existe uma extensão 
razoável de arraste de ar. Esse fenômeno deve ser confrontado com 
observação experimental. 
 
Figura 6-38 – Altura média da interface em relação ao fundo do tanque em 
função da agitação. 
  
6.5.10  Análise da homogeneidade do tanque 
Em Yang et al. (2000) foi concluído que o sistema de agitação 
apresenta homogeneização da mistura em seu interior através de medi-
ção do tamanho médio de três pontos de amostra conforme mostra Figu-
ra 6-24. De forma a verificar se o modelo CFD responde da mesma 
forma, foi conduzida uma simulação utilizando a PBE acoplada. 
 
Figura 6-39 – Comportamento do diâmetro médio de Sauter nos três pontos de 
amostragem ao longo das iterações considerando somente o modelo de quebra. 
Nota-se na Figura 6-39 que ao longo de todo o processo iterativo, 
os três pontos de amostragem mostram o mesmo comportamento homo-
gêneo sugerido no trabalho de Yang et al; (2000). O valor final da simu-
lação gira em torno de 180 µm enquanto que o valor aferido pelo traba-
lho experimental foi de 140 µm. 
Aqui cabem dois comentários: primeiramente, os autores do tra-
balho experimental não avaliam o erro experimental observado no pro-
cesso de medição, e; os parâmetros do modelo de quebra utilizado (LUO 
  
e SVENDSEN, 1996) foram o padrão do software que é, por sua vez, 
ajustado para o sistema ar-água. Portanto, não é possível avaliar este 
resultado quantitativamente com confiança. Entretanto, é possível ver 
que o modelo do escoamento promove a homogeneidade verificada 
experimentalmente. 
Se voltando para as posições de amostragem, é notável que todos 
os pontos estão acima do plano do agitador. Aproveitando que a ferra-
menta CFD permite a visualização tridimensional do escoamento, foi 
levantado um gráfico de holdup (fração volumétrica) da fase orgânica 
em um plano longitudinal que passa pelo centro do tanque, conforme 
mostra a Figura 6-40. 
 
Figura 6-40 – Campo de fração volumétrica (holdup) de monômero a uma rota-
ção do agitador de 250 RPM. 
Nota-se que existe, na região abaixo do agitador, uma heteroge-
neidade da mistura. Essa heterogeneidade é produto de uma região de 
recirculação. Portanto, é possível afirmar que o tanque como um todo 
não é perfeitamente homogêneo, mas sim o volume acima do agitador. 
Quando se inclui o modelo de coalescência de Prince e Blanch 
(1990), um resultado espúrio é obtido conforme mostra a Figura 6-41. É 
possível notar que as gotas tendem a coalescer ao invés de somente 
quebrar. Neste sentindo, é importante notar que foi adicionado a formula 
da suspensão um agente estabilizante (PVA). Assim, a coalescência, na 
  
prática, é muito reduzida podendo o sistema ser considerado como do-
minado pela quebra. Também é possível notar que o ponto B apresenta 




Figura 6-41 – Comportamento do diâmetro médio de Sauter nos três pontos de 
amostragem ao longo das iterações com os modelos de quebra e coalescência 
levados em conta. 
6.5.11 Conclusões 
Esta seção mostrou que mesmo um modelo com várias simplifi-
cações na modelagem da turbulência e do balanço populacional, foi 
possível obter resultados em boa concordância com medidas experimen-
tais de diâmetro médio em um tanque com chicanas agitado por uma 
turbina Rushton.  
  
Foi ressaltada a importância na escolha dos pontos de amostra-
gem já que em um tanque agitado, a dispersão pode não ser homogênea. 
  
  
7.1 CONCLUSÕES DO TRABALHO 
Pode-se concluir dos resultados obtidos neste trabalho que a fer-
ramenta de CFD pode ser usada com sucesso na análise de tanques agi-
tados mecanicamente com as seguintes variações: 
 tanque com e sem chicanas; 
 agitador radial (Rushton) e axial (hélice marinha); 
 fundo plano (Yang et al., 2000; Haque et al., 2006) e fundo 
perfilado (Pinto, 2006; Abu-Farah et al., 2010); 
 fase líquida sendo homogênea (superfície livre) ou heterogê-
nea (polidispersa). 
Modelos de turbulência a duas equações são capazes de fornecer 
resultados razoáveis para tanques com chicanas (Yang et al., 2000). Os 
mesmos modelos a duas equações também são capazes de predizer com 
razoável precisão o escoamento em tanques sem chicanas se levar em 
conta a correção da curvatura das linhas de corrente. Embora modelos 
baseados em Tensores de Reynolds e de Grandes Escalas (LES) sejam 
ainda mais precisos, sua convergência (no caso dos Tensores de Rey-
nolds) e seu custo computacional (no caso de LES) são fatores a se levar 
em conta no momento da decisão qual modelo usar. 
Para o caso onde a DTP final é conhecida e o objetivo da análise 
é somente conhecer a distribuição espacial das diferentes classes de 
tamanho, o modelo ASM se mostrou uma ótima alternativa em termos 
de custo computacional. Sua simplicidade de implementação (facilmen-
te acoplável com o modelo de superfície livre) e convergência o fazem 
um modelo muito atrativo para análise de escoamento de misturas hete-
rogêneas em tanques agitados. 
O balanço populacional (modelo MUSIG) com hipóteses simpli-
ficadoras (homogeneidade do campo de velocidades da fase dispersa) 
pode ser utilizado em casos em que a DTP final não é conhecida a prio-
ri. A boa homogeneidade de um tanque com chicanas agitado mecani-
camente permite o emprego desta hipótese. O modelo de quebra utiliza-
do nesta tese se mostrou ser capazes de prever qualitativamente o pro-
cesso de quebra e a homogeneidade do reator. Entretanto, para se alcan-
7  CONCLUSÕES E SUGESTÕES  
  
çar resultados quantitativamente concordantes aos dados experimentais 
requer ajustes em seus parâmetros. Ao se agregar o modelo de coales-
cência os resultados mostraram que este fenômeno domina o escoamen-
to. O conhecimento prévio da presença de aditivos na suspensão é fun-
damental para o sucesso da modelagem. 
7.2 SUGESTÕES 
O trabalho realizado neste estudo abriu algumas vertentes que 
podem ser exploradas em futuro próximo tais como: 
 uma verificação mais ampla dos modelos de turbulência é 
bem vinda para possibilitar a utilização deste modelo em ou-
tras situações; 
 o modelo de turbulência testado pode ser mais explorado em 
outras condições de operação encontradas na literatura tanto 
para o caso de um agitador radial (Rushton) quanto para o 
uso de um agitador axial (hélice marinha); 
 testes sistemáticos para obter um valor ótimo do parâmetro 
de ajuste da função correção de curvatura, Cscale, tem o po-
tencial de melhorar a qualidade da predição dos modelos a 
duas equações em sistema de tanque agitado; 
 investir em medidas experimentais de campos de escoamento 
(velocidades e grandezes turbulentas) gerados por uma hélice 
marinha vão permitir uma verificação do modelo mais ampla. 
Métodos óticos vêm ganhando espaço na literatura em siste-
mas com turbina Rushton; 
 desenvolver um modelo ASM-PBE pode ser uma alternativa 
econômica de modelar reatores heterogêneos polidispersos 
onde o objetivo seja observar a evolução da DTP e sua segre-
gação; 
 tendo em mãos recursos computacionais suficientes, investir 
no modelo MUSIG heterogêneo que seria o modelo euleriano 
mais completo possível; 
 estudar outras discretizações da PBE como o método dos 
momentos e suas variações (DAMIAN, 2007) ou ainda a co-
locação ortogonal (ARAUJO, 1999); 
  
 um estudo mais aprofundado dos modelos de quebra e coa-
lescência e sua aplicação em sistemas líquido-líquido deve 
ser conduzido para melhorar a predição da DTP no caso de 
Yang et al. (2000) e posteriormente ser aplicado no sistema 
de Pinto (2006); 
 este trabalho está em andamento para investigação mais pro-
funda na modelagem da DTP, núcleos de quebra e coalescên-
cia e turbulência. Após sua conclusão, este modelo será apli-
cado no caso do tanque sem chicanas agitado por uma hélice 
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